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Einleitung. 



Zur Erleichterung der graphischen Darstellung grad-gebrochener Linien- 
züge suchen wir die Lage der Brechpunkte gewöhnlich vermittelst rechtwink- 
liger Coordinaten auf eine gemeinschaftliche Abscissen- Achse zu beziehen. Die- 
sen Zweck können wir erreichen, wenn für irgend eine der im Zuge liegenden 
graden Linien der Neigungswinkel gegen die Coordinaten-Achse, ferner die Län- 
gen der auf einander folgenden graden Linien und die Winkel, welche sie am 
Brechpunkte mit einander einschliessen, gegeben sind. Um jedem Missverständ- 
nisse über die Lage dieser Stücke vorzubeugen, gebrauchen wir die Vorsicht, 
dass, nach erfolgter Feststellung der Reihenfolge, in welcher der Linienzug bei 
der Coordinatenberechnung durchlaufen werden soll, jeder Winkel in derselben 
Drehungsweise von der vorhergehenden Linie bis zur nachfolgenden gezählt 
wird, wie der gegebene Neigungswinkel von dem positiven Zweige der Abscissen- 
Achse bis zu der ihrer Lage nach gegen dieselbe bestimmten Linie. 

Ist der Punkt, an welchem dieser Neigungswinkel liegt, der Anfangspunkt 
des Zuges, so können wir die Neigungswinkel für die nachfolgenden Linien, 
die wir gewöhnlich mit dem Namen Polygonseiten, oder auch schlechtweg Sei- 
ten belegen, durch einfache Addition des Neigungswinkels der vorhergehenden 
Seite zu dem Winkel , den diese mit der nachfolgenden Seite einschliesst, und 
durch jedesmaligen Abzug von zwei rechten Winkeln ableiten. Es bleibt dann 
nur noch übrig, vermittelst der Neigungswinkel und der Seiten die Coordinaten- 
Unterschiede der Punkte trigonometrisch zu berechnen und durch deren Zusam- 
mensetzung die Coordinat^Tn selbst zu finden. 

Gesetzt, wir hätten den Anfangspunkt des Zuges mit dem Zeichen 0, die 
nachfolgenden Brechpunkte mit den Ziffern J, 2, 3 u. s. w., den Endpunkt des 
Zuges mit dem Zeichen n belegt, die grade Linie 
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im Punkte w — 1 „ n — 2 „ n „ w„_| , 

so erhalten wir der Reihe nach : 

a, = «0 + m;, — 2 Ä 

Ö2 = «1 + w^2 — 2 Ä 

«3 = «2 -f- *«^3 — 2 Ä 

««-1 = ^..-2 +• W^n-I — 2 J?, • 

WO R den rechten Winkel bezeichnet. 

So oft bei den Subtractionen der Rest negativ ausfällt, wird seine posi- 
tive, an trigonometrischen Linien ihm gleiche Ergänzung zu 4 Rechten für ihn 
gesetzt. Geht der Rest über 4 rechte Winkel hinaus, so werden letztere fallen 
gelassen. Bezeichnen wir nun die Abstände von der Ordinaten-Achse mit X, 
jene von der Abscissen- Achse mit Y, und sind die Koordinaten irgend eines der 
Brechpunkte, etwa des Anfangspunktes Xq und To? gegeben, so finden wir: 



^i = Yis + «0 sin «0 
Fj = F, + *, sin fl, 
Fs c= Fj + 5, sin «2 

^«= ^«-1 + K-\ sin «„_, 



Xx = A'o + 5o cos «0 
^2 = 3r, + ^1 cosa, 

. ^3 =:: X2 "I" ^2 COS «2 

A'„= A'„_, + .<?„_, cos ö^, . 



Addiren wir diese Gleichungen und tilgen die an beiden Seiten des Gleich- 
heitszeichens stehenden, also gegenseitig sich aufhebenden Glieder, so haben 
wir auch : 

F„=: Fq + *o s^n «0 + *i sin a, + s^ sin a^ + ^3 sin «3 + 5^_, . sin «„_, 

X^ -— Xq 4" ^0 cös «0 4" *j cos fl, -{- ^2 cos Ö2 + ^3 cos «3 + s„-i . cos a„_, . 

Bei der Anwendung dieser Formeln haben wir es mit zwei verschiedenen 
Fällen zu thun. Entweder fallt der Punkt n mit dem Punkte zusammen, der 
Zug bildet also ein geschlossenes Polygon, oder es findet ein solches Zurück- 
laufen des Zuges nicht statt. 

Im ersteren Falle controlirt sich sowohl die Ableitung der Neigungswinkel 
als auch die Berechnung der Coordinaten. Gehen wir nämlich mit der obigen 
Neigungsentwicklung noch einen Schritt weiter und setzen 






3 ^ ' ' 







« 



addiren hierauf alle .GleichuD gen zusammen, indem ^^ die 'sich aufhebenden 
Glieder, fortlassen , so erhalten wir : 

Sind die Punkte n und identisch und abstrahiren wir von den Fehlern der 
Winkelmessung , so entsteht die Gleichung : ^ 

Wq+ w^ + iv^+ w^+ ..... w„_i=2«Ä. *' 

Wäre die Rechnung mit den Aussenwinkeln des Polygons geführt, so würde 
die Summe derselben =2»Ä + 4i?, wären hingegen die innern Winkel benutzt, 
= 2«Ä — 4Ä sein. In den obigen Formeln ist es unbestimmt geblieben, ob die 
Rechnung mit innern oder äussern Winkeln geschehen soll, daher die Summe 
zwischen beide Ausdrucke in die Mitte fallt. Wir können von dieser Unbestimmt- 
heit lAn so mehr absehen , als es sich bei utisern Aufgaben nicht um Differenzen 
von ganzen Vollkreisen, sondern nur um kleine unvermeidliche Beobachtungs- 
fehler handelt. Wir ersehen jedenfalls, dass, wenn die Summe der Brechungs- 
wijjkel von der Summe 2«/? + 4-ß, die wir mit N bezeichnen wollen* um die 
Grösse k'„ abweicht, der endliche Neigujigswinkel a„ von dem anfanglichen a^ 
um eben diese Grösse verschieden ist, dass mithin der' Fehler k„, von der Grösse 
des Winkels a^ nicht abhängig ist. 

Wären die Grössen 7V und s absolut genau gegeben, so müsste F„= Yq und 
X^==:,Xq sein. Sind sie aber gemessene, folglich mit Fehlern behaftete Grössen, 
so fallen Y^ von Fq, X^ von Xq verschieden aus. Bezeichnen wir den ersteren 
Unterschied mit Ar^, den zweiten mit A:^, so haben wir für geschlossene Polyjone 
die drei thatsächlichen Gleichungen : 

I. rVfi+ w^ + w^'\'V}^+ w«_, — N=zk'„ 

II. Sq sin «0 + *i siß ^1 "I" h *>^" ^2 + *3 sin «3 +• ^n-i sin a„_, = ky 

III. Sq cos Üq +• «1 cos <l, + $2 cos «2 + ^3 cos Ö3 + *n-l ^OS «„_, = At^. . 

Bildet der Linienzug kein geschlossenes Polygon, so erheischt eine von 
den Seitenlängen unabhängige Controle der Winkelsumme, dass ausser der 
Anfangsneigung a^ auch die Endueigung a^ gegeben sei, welche, bei absoluter 
Genauigkeit aller Winkel, =fl„_i + 2/^ sein würde. Ebenso würde zur Controle 
der Coordinaten-Entwicklung erforderlich sein , dass ausser Yq und Xq auch die 
Endcoordinaten F„ und X^ gegeben seien. Die thatsächlichen Gleichungen sind 
daher für diesen Fall : 

» 

I. — «„ + öTo + w, + «?, + K^a + «^n-i — 2 (« + 1) Ä = A:^ 

IL — Y^ + Jo + ^0 sin ÜQ + s^ sin a, -(- ^j sin «^ + ^^-i ^^^ ^n-i = K 

III. — X^-\- Xq-^- Sq cos «0 + *i cos a, + s^ cos öf, + :y««i cos a,^, = k^ , 

Die Verschiedenheit beider Fälle ist nicht blos eine formelle, sie ist eine 
wesentliche durch den Umstand, dass im ersteren Falle die Grössen Ar^, Ar^, Ar^ 
von «0) ^o> ^0 völlig unabhängig, im zweiten Falle aber von «oj^n» ^o) Y^i^oi^n 
abhängig sind. Wir werden auf die praktische Bedeutung dieses Unterschiedes 
zurückkommen und beschränken uns zuvörderst auf eine nähere Betrachtung 
des ersteren Falles. 



Entsprechen die thatsächlichen Angaben der Seitenlängen und Winkel- 
maasse den Bedingungen, denen sie vermöge ihres Zusammenhanges in dem 
geschlossenen Polygon unterliegen, nicht, verfehlen sie dieselben-um die Grös- 
sen Är^ , kyy k^j so entspringt für den Geometer die Aufgabe, die gemessenen 
Grössen so zu verbessern, dass jenen Bedingungen vollständig genügt werde. 

Schwerlich gibt es einen Zweig der praktischen Geometrie, wo das Be- 
dürfniss einer solchen Verbesserung dringender wäre, als bei polygonometrischen 
Bestimmungen. Die Anzahl der Reihenglieder, welche gemeinschaftlich jenen 
Bedingungen unterliegen, ist gewöhnlich beträchtlich; es findet also eine Häu- 
fung vieler, wenn auch im Einzelnen geringer Fehler *) statt, und sie wachsen 
zuletzt zu Grössen an, die im'Verhältniss zu den einzelnen Beobachtungsmaas- 
sen und den daraus abgeleiteten Coordinaten bedeutend sind. Diese Endfehler 
an der Stelle," wo sie zur Wahrnehmung kommen, ohne Weiteres stecken zu las- 
sen, wagt auch der leichtfertigste Geometer nicht. Die Nothwendigkeit einer 
Vertheilung derselben ist also allgemein anerkannt. Aber die Art, wie man die- 
sem Bedürfniss bisher abzuhelfen suchte, entbehrt einer wissenschaftlichen Be- 
gründung. Ein Theil der Geometer beschränkt sich darauf, nach geschehener 
einfacher Vertheilung des Winkelfehlers auf alle Winkel die Endfehler der 

Ordinate und Abscisse einfach nach der Anzahl der Punkte zu vertheilen, also 

k k 

die Quotienten — und — zu bilden und diese mit entgegengesetztem Zeichen 

den einzelnen Ordinaten- und Abscissen-Unterschieden als Verbesserungen bei- 
zufügen. Abgesehen von sonstigen Mängeln dieses Verfahrens nimmt es keine 
Rücksicht auf die Länge der Polygonseiten und der aus ihnen resultirenden 
Ordinaten- und Abscissen-Unterschiede. Dies ist offenbar fehlerhaft, weil, bevor 
ein Anderes nachgewiesen ist , längeren Polygonseiten grössere Fehler zuge- 
schrieben werden müssen, als kürzeren. Andere Geometer suchen diesen Feh- 
1er im Princip dadurch zu vermeiden, dass sie die positiven und negativen 
Ordinaten-Unterschiede ohne Rücksicht auf ihr Zeichen in eine Summe (Ag- 
gregat) ziehen, diese in den Fehler der Ordinate theilen, mit dem Quotienten 
sämmtliclie Ordinaten-Unterschiede multipliciren und die Producte mit dem, 
dem Zeichen des Ordinatenfehlers entgegengesetzten Zeichen den Ordinaten- 
. Unterschieden als Verbesserungen beifügen, in gleicher Art auch mit der Ab- 
scisse verfahren. 

Beide Verfahrungsarten sind, abgesehen von der Nichtgleichzeitigkeit der 
Winkelausgleichung, in sofern fehlerhaft, als es, sobald die Endfehler der Ab- 
scisse und der Ordinate entgegengesetzte Zeichen haben, eintritt^ dass vermöge 
der entgegengesetzten Verbesserungen der Abscissen- und Ordinaten-Unter- 
schiede die ihnen gemeinschaftliche Seite zugleich länger und auch kürzer 
wird , was sich widerspricht. 

Lägen auch Gründe vor, die Winkelverbesserung einem besonderen vor- 
bereitenden Acte der Ausgleichungsrechnung zuzuwenden, so würde doch die 



*) Nur von kleinen unvermeidlichen Fehlern der Beobachtung handelt diese Schrift ; 
vermeidliche, grobe Fehler (Irrthümer) sind gänzlich ausgeschlossen. 



Ausgleichung des Ordinatenfelilers und des Abscissenfehlers in einen ungetheil- 
ten Act schon desshalb zusammengezogen werden müssen, weil bei der Berech- 
nung eines Ordinaten- und Abscissen-Unterschiedes die Länge der betreffenden 
Seite gemeinschaftlicher Factor ist. 

Neben diesen offenbaren Mängeln des bisherigen Ausgleichungs^rfahrens 
entbehrt es auch jedes wissenschaftlichen Grundes; es nimmt keine Eücksicht 
auf die Entstehungsform des Endfehlers und unterlasst es, an die sogenannten 
Verbesserungen, der Resultate die Anforderung zu stellen, dass sie wahrschein- 
licher als andere sein müssen. 

Je mehr die Grundlosigkeit und die Unrichtigkeit jenes Verfahrens zum 
Bewusstsein gelangten, desto lebhafter drängte sich der Wunsch nach einer auf 
die Grundsätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung gestützten Berichtigungsform 
auf. Die ersten Versuche, welche zur Erlangung der letzteren angestellt wur- 
den, waren nicht sehr geeignet, die Geometer auf die betretene Bahn zu locken. 
Das Zahlenwerk wurde so weitläuftig, dass der Schriftsteller, der es empfahl, 
sich bewogen fühlte, die Seitenmessung als unverbesserlich zu betrachten, weil 
sie jedenfalls überwiegend genauer sei, als die Leistungen der zur Winkelbeob- 
achtung gewöhnlich benutzten Boussole, wobei er nur übersehen hatte, dass zu 
der Zeit die Boussole bei den Geometern von einiger wissenschaftlicher Bildung 
längst nicht mehr im Gebrauche war, dass von diesen die Winkel der Polygone 
mit Theodoliten gemessen wurden, und zwar grade umgekehrt genauer als 
die mit Messketten oder Messlatteu gemessenen Seitenlängen. Ein andrer Schrift- 
steller fasste zwar Seiten und Winkel in ein Ausgleichungssystem zusammen, 
empfahl aber eine besondere Coordinirung des Polygons auf eine seiner Seiten, 
lediglich zum Zwecke der Ausgleichung, und obgleich er zu seinem Beispiele 
ein Polygon von nur 6 Seiten wählte, so wurde doch die Rechnung schon so 
weitläuftig, dass Wenige sich entschliessen mochten, ihm auf dem gezeigten 
Wege zu folgen. 

Es ist nun der Zweck dieser Blätter, dem Leser zunächst das Verfahren 
vorzuführen, welches bei einer strengen Anwendung der Methode der kleinsten 
Quadrate auf polygonometrische Bestimmungen einzuschlagen sein würde, dem- 
nächst auf solche Abkürzungen desselben aufmerksam zu machen, welche das 
Rechnungswesen erheblich vermindern, ohne die Genauigkeit der Resultate 
merklich zu gefährden. 

Die Elemente der polygono metrischen Bestimmungen sind Seitenlängen 
und Winkel; Längenmessungen ifnd Winkelbeobachtungen sind aber wesentlich 
verschiedene Operationen. Bei den ersteren sind die Instrumente nur kleine 
Theile der zu messenden Längen und sie müssen daher vielmal auf den letzte- 
ren abgetragen werden, bei den Witikelmessungen dagegen ist der zu messende 
Winkel nur ein Theil des Umfangs des Instruments, die einmalige Messung des 
Winkels nur ein einfacher Act. Jeder einzelnen Winkelmessung, welche mit 
demselben Instrument und unter gleichzuachtenden Umständen angestellt wird 
wie die einzelne Messung eines andern, grösseren oder kleineren Winkels, kann 
ein gleich grosser Fehler zugeschrieben werden als der letzteren ; es würde aber 
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der Natur der Sache und all€r Erfahrung widersprechen, wenn wir der mit dem- 
selben Instrument und unter gleichgeltenden Umständen ausgeführten Messung 
einer Linie von 10 Ruthen Länge einen ebenso grossen Totalfehler zuschreiben 
wollten , als einer Linie von 300 Ruthen. 

Müssen nun in einer Rechnung Längen und Winkel mit einander verbun- 
den werden, so muss zunächst festgestellt werden, wie sich in Beziehung auf 
eine gemeinschaftliche Einheit die Winkelfehler zu den Längenfehlern verhal- 
ten, sodann muss berücksichtigt werden, dass die letzteren mit den Längen der * 
Linien wachsen. Als charakteristisches Fehlermaass nimmt man gewöhnlich den 
sogenannten wahrscheinlichen Fehler, diejenige Fehlergrösse nämlich, welche 
in einer Reihe gleichartiger Fehler ebenso leicht überschritten wird, als uner- 
reicht bleibt. Den wahrscheinlichen Fehler eines Winkelinstruments bestimmt 
man gewöhnlich dur^h möglichst' vielmal wiederholte Messung eines Winkels, 
wobei die Nonien nach erfolgten Versetzungen des Instruments in allen Gegen- 
den des Vollkreises abgelesen werden. Nimmt man nun aus sämmtlichen Resul- 
taten daö arithmetische Mittel und zieht dieses von allen einzelnen Resultaten 
ab, so erhält man eine Reihe von Fehlern, welche auf zweifache Art zu dem 
gedachten Zwecke in Benutzung genommen werden können, Ist nämlich die 
Anzahl («) der Fehler so gross, dass, wenn diese ohne Rücksicht auf das Zei- 
chen, also lediglich ihrer Grösse nach geordnet sind, die Intervalle zwischen je 
zwei nächsten Fehlern nicht zu bedeutend ausfallen, so kann derjenige Fehler 
für den wahrscheinlichen Fehler des Instruments genommen werden, welcher in 

dieser Reihe der — ist. Man kann dessen Grösse aber auch dadurch ermitteln, 

dass man sämmtliche Fehler quadrirt, die Quadrate summirt, die Summe mit n 

n— 1 theilt, aus dem Quotienten die Quadratwurzel zieht und diese mit 0,6745*) 
multiplicirt. 

Die Ermittlung des wahrscheinlichen Fehlers der Längenmessungen ist 
weniger leicht. Der Geometer kann aber den Umstand zu diesem Zwecke 
benutzen, dass er ohnehin, um sich gegen grobe IrHhümer zu schützen, jede 
Polygonseite doppelt gemessen hat. Die Vergleichung jeder solchen Doppel- 
messung ergibt ihm ein, der betreffenden Seitenlänge zugehöriges Fehlermaass. 
Theilt er diese Differenz zwischen der ersten und zweiten Seitenmessung mit 
der Länge der Linie, summirt er alle solche Quotienten, theilt die Summe durch 
die Anzahl derselben und multiplicirt die Quotienten mit 0,47694, so erhält er 
für eine hinreichend grosse Anzahl von Polygonseiten einen auf die Einheit 
des gebrauchten Längenmaasses sich beziehenden und für sein Ausgleichungs- 
geschäft brauchbaren Werth des wahrscheinlichen Einheitsfehlers seiner Längen- 
messungen. 

Nach der in der Dresdener Zeitschrift für Mathematik und Physik Jahr- 
gang 1856 Seite 142 abgedruckten Mittheilung ist bei einer umfangreichen Ver- 
messungsoperatiqn der wahrscheinliche Messungsfehler einer Längenruthe zu 



*) Hagen, Grundzüge der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Berlin bei Dümraler 1837, 
Seite 60. 
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0,000399 -göfunden worden. Für den zu den Winkelmessungen gebrauchten Theo- 
doliten ergab sich der wahrscheinliche Fehler einer Winkelmessung zu 0,81783 
der Centesimalminute. Wollen wir beide Fehler auf einander beziehen, so müs- 
sen wir den letzteren auf die Einheit des Langenmaasses zurückführen, also die 
Länge des, dem Winkel von p,81783 Minuten entsprechenden Bogens für den 
Halbmesser = 1 dafür setzen. Wir finden diesen durch Multiplication der Zahl 
0,81783 mit dem Sinus einer Minute, also zu 

0,81783 X 0,0001571 = 0,00012848. 

Während also der Endpunkt einer Linie von der Länge einer Kuthe ver- 
möge des wahrscheinlichen Längenmessungsfehlers um 0,000399 Ruthen verscho- 
ben wird, wird er vermöge des wahrscheinlichen Winkelmessungsfehlers um 
0,00012848 Ruthen verlegt. 

Nun verhalten sich bekanntlich die Gewichte zweier Messungen zu einan- 
der umgekehrt wie die Quadrate der wahrscheinlichen Fehler. Setzen wir also 
das Gewicht einer Seitenmessung von einer Ruthe Länge =1, das einer Winkel- 
messung =/?, so haben wir 

1 : p = (0,000r2848)* : (0,000399)' 

oder = 1 : 9,644. 

Aehnliche Ermittlungen wird jeder Geometer vor seinen Ausgleichungs- 
rechnungen anzustellen haben, weil möglicherweise seine Instrumente besser 
oder schlechter als diejenigen sind, welche die vorstehenden Thatsachen gelie- 
fert haben. 

Bei der Benutzung des obigen Gewichtsverhältnisses mtisste nun noch be- 
rücksichtigt werden, dass, nach den am angezeigten Orte mitgetheilten Ergeb- 
nissen, aus dem Totalfehler A einer gemessenen Länge von s Ruthen der dieser 

Messung zum Grunde liegende Einheitsfehler f einfach durch die Formel 

^^ 
s 
gefunden wird, und dass diesem Werthe das Gewicht s beigelegt werden muss; 
gleichwie dem arithmetischen Mittel aift n einfachen Beobachtungen eines unver- 
änderlichen Gegenstandes das Gewicht n zugeschrieben wird. 

Nun war die mittlere Länge einer Polygonseite in dem Vermessungswerk, 
das den wahrscheinlichen Längenmessungsfehler von 0,000399 ergab, =74,2 Ru- 
then. Wollten wir also diesen Einheitsfehler mit dem Einheitsfehler einer Länge 
von 5 Iluthen in Rechnung bringen, und hätten wir das Gewicht des ersteren bei 
seiner Vergleichung mit dem wahrscheinlichen Winkelfehler =1 gesetzt, so 

müssten wir nun das Gewicht des Fehlers £ 

s 



Pb = 



74,2 



setzen, oder/?g=: — , wo fi die Länge der mittleren Polygonseite bezeichnet. 
Wir gehen n.un zur Auseinandersetzung des Ausgleichungsgeschäfts selbst über. 
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I. Ausgleichung geschlossener Polygone. 

Nach dem Obigen haben wir es mit drei Bedingungsgleichungen zu thun, 
denen die Winkel und Seiten des geschlossenen Polygons genügen würden, 
wenn sie absolut genau wären; da sie dieses aber nicht sind, so verfehlen sie 
die Bedingungen um die Grössen /r^, k^y /Tg.; wir haben nämlich -thatsächlich : 

II. *o sin «0 + ^1 sin ^1 + ^2 sin «2 + *3 sin «3 + 5„_i sin flf„_, = ky 

III. *o cos «0 + *1 cos «1 + *2 cos «2 + *3 cos «j + *„_, COS ö^^i = kg, . 

Unsere Aufgabe ist nun, für die gemessenen Grössen s und w solche Ver- 
besserungen V und (p zu entwickeln, durch welche, wenn sie den s und n> beige- 
fügt, wenn also s '\-v und w -\- (p für sie an der linken Seite der Gleichungen 
substituirt werden, die Grössen k^^ky, ät^. verschwinden oder aufgehoben werden, 
aber zugleich wahrscheinlicher sind, als jede andre Gruppe von Verbesserungen. 

Nach der Wahrscheinlichkeitsrechnung kömmt nur derjenigen Gruppe der 
Vorzug zu, die wahrscheinlichste zu sein, welche die kleinste Summe der Qua- 
drate ihrer Glieder ergibt. 

Diese beiden Eigenschaften, dass v und g?', wenn sie den gemessenen Grös- 
sen s und lü beigefügt werden, die Grössen A:^, Ar^, k^ vernichten, und dass sie, 
oder genauer die ihnen zum Grunde liegenden Einheitsfehler ein Minimum zur 
Quadratsumme ergeben müssen, haben wir nun zu benutzen, um die zur Zeit 
unbekannten v und (p zu entwickeln. 

Das Zeichen für die Winkelverbesserung ist hier mit dem Accent (') ver- 
sehen worden, um anzudeuten, dass unter q> die Verbesserung in Minuten ver- 
standen werden soll. - 

Späterhin soll sich das Zeichen % ohne Accent,' auf das Bogenmaas's dieser 
VerbessciTung für den Halbmesser ;=: 1 beziehen. 

Bei der einfachen Form der ersten Bedingungsgleichung ersehen wir so- 
gleich, dass die Verbesserungen g?i, 9>', , 9^, (p^ u. s.w. für sich allein der Bedin- 
gung, zur Summe — Ar„ zu geben, genügen müssen, dass 

(po + 9>\ + SP'2 + 9^s + fP«-! = — Ä-;, 

weil nur unter dieser Bedingung 

w^ + 9^0 + f^i + 9>'i+^^2 + 92 + ^3 + 9^3 + ~N= 

werden kann. 

Die obige Gleichung kann nun auch so geschrieben werden: 

1) fPo + 9t +9*+9>3+ 9>n-i =^ — k'u,.am l\ 

Die beiden nachfolgenden Gleichungen erfordern eine tiefer eingehende 

Betrachtung. 

Zunächst bemerken wir, dass darin die Winkel ä^q, w^ rv^ u. s. w. gar nicht 

vorkommen, sondern nur die aus ihnen abgeleiteten Neigungswinkel. Wir kön- 
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nen uns aber vorläufig darauf beschränken, statt für die Winkel tv^ ftlr die Nei- 
gungswinkel a die entsprechenden Verbesserungen a auszudrücken, mit dem 
Vorbehalt, späterhin aus diesen die Verbesserungen für jene, nämlich 9>o, 9>i, 9>f 
u. s. w. ableiten zu wollen , was augenfällig um so weniger Schwierigkeit haben 
kann, als die Beziehungen zwischen a und fü^ wie wir oben gesehen haben, durch 
Gleichungen von der einfachsten Form gegeben sind. 

Wenn wir darthun wollen , um welche Grösse die linke Seite jeder der bei- 
den obigen Gleichungen II und Hl sich ändert, sobald darin s-^v ffir s und 
a + a für a substituirt wird, so brauchen wir nur die DifiPerenzialcoÖfficienten 
derselben nach s und a mit v und a zu multipliciren. Wir erhalten dann *) : 

aus n. Vq sin öq + ""^i sin öj + v^ sin a^ + v^sma^ -+- ^n-i s^^ ^«r-i 

+ «i.«!. COS aj + a^.^t.cos a, + «3. 53. cos «3 + a,^_l .5,^1 . cos ö^— 1 > 

aus in. Vö cos «0 + '"'i cos «i + v, cos a^ + v^ cos «3 + v,^! . cos a,^, 

— «1 Si sin «1 — cc^ «2 sin a^ — «3 53 sin Oj — a,^, . s^^i . sin a^, , 

wobei es kaum der Bemerkung bedarf, dass der Neigungswinkel «o, weil er 
nach dem Obigen ohne Einfluss auf die Gestaltung des Polygons ist, keiner 
Veränderung unterliegt. 

Betrachten wir nun Vo> ^d '^2 u. s.w. als Totalfehler der Längen Sq^ s^, 5, 
u. s. w., so haben wir nach dem Obigen : 

. u. s. w* 
Die ersten Zeilen der vorstehenden Ausdrücke werden daher : 

£0 *o ^^^ ^0 + ^1 *1 Sil^ «1 + ^2 *2 sin «2 + *n-l ^n— I SIU ö,^, 

und 
Sq Sq cifa flo + ^1 *i cos «1 + £2 ^2 cos a, + ^,^1 £,^1 cos a„_t » 

woffür wir auch nach der gewöhnlichen Bezeichnung bei polygonometrischen 
Rechnungen, indem man jdy = s sin« und J x:=iS cos a setzt, schreiben können: 

2) fo ^yo + fi ^yi + f2 ^^2 + «*-! ^ynr-i 

und 

3) £0 ^Xo + £1 JXi + £2 ^Xt + f«-l ^ÄT^l- 

Ebenso können die zweiten Zeilen jener Ausdrücke geschrieben, wer den: 

-f CCi JXi -f Ofj JX^ + «3 ^iCs . , . . . + Ofn_i . ^ X^t 

und 

Es bleibt jetzt noch übrig, in den beiden letzten Ausdrücken die Verbes- 
serungen der Winkel selbst, also g>, für die Verbesserungen a einzuführen. 



*) Ohne Anwendung der DifFerenzialrechnang findet man dieselben Ausdrücke, wenn 
man « -|- u für 5 und « -f- a für a substituirt und berücksichtigt , dass cos a = 1 und 
sin a = u gesetzt werden darf. 

1* 
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Hatten wir oben : 

flj czs «ß + W£ — 2 Ä 

02 = ^1 + ^2 — 2 Ä = ÖQ + t^;, + ^2 — 4 Ä 
«3 1=2 üj + w;2 — 2 Ä t= flo + ^ + «*'2 + '^a — 6 ^ ■ 

u. s. w., 

so folgt, wenn wir w^ um ^i, w^ nm 9)2? «^s ^1^ 93 ^» s» w. sich verändern lassen, 
die davon abhängige Veränderung von «j , «2 , «3 u. s. w. 

«8 = 9i + 9^2 

u. s. w. 
Substituiren wir nun diese Werthe für «1,^2, «3 u. s. w., so erhalten wir: 

+ Jxi 9?i + ^0:2(9^1 + (Pi) + JXi{g}i+ 9)2 + 9'3)_+ U.S. w. 

und 

oder wenn wir die Klammern vertical schreiben : 

+ Jxyfpi + Jx2.q>i + Ax^,(py + Jx^,(p^ + ^a:„_, .g), 

+ Ax^,(p^ + ^0:4. 9?3 + Jx^^i.tpi 

+ Jx^ .94 + ^a:„_, . 94 

oder : + <4a:,_, . y„_, , 

— (A;-jr,)9..- {x„-x,)<p,-{x,-x,)g,,-ix„-x,)q>, _ (x.-j;,,)?'^,, 

ebenso finden wir: 

Diese Ausdrüeke vereinfachen sich noch, wenn wir die Ordinaten- und Ab- 
soissenrechnang im Punkte odern mit beginnen lassen, oder wenn wir setzen : 

(Z,— J^2)='^2, {¥,— ¥,) =y, 

u. s. w.; 
sie werden dann : 

4) —Xy fPi—x^ 9^2 — «^3 93—0:4 9)4 + — ir„_i.9?„_,, ' 

5) + 2^! 9^1 + 2^2 9^^ + ^3 93 + 1^4 9^4 + y„-l 9n-l- 

Sollen nun die Ausdrücke (2) und (4) mit (II) vereinigt die Grösse ä: , und 
die Ausdrücke (3) und (5) mit (III) verbunden die Grösse k^ vernichten, so kann 
dieses nur geschehen , wenn 

«0 ^i/o + «1 ^yi + «2 ^^2 + ^«-1 -^y«-! — ^1 9>i ^ft9>2— ^3^8 

^«—1 9n-l = ^y 

^ Jxo + f| Axi+s^ Jx^ + ^H-i ^^«-1 + y. 9>i + ^2 92 + ys 9s 
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Demnach haben wir schliesslich folgende Bedingungsgleichungen für die 
Verbesserungen : 

I. 9?o + 9i + 92 + 9^3 • • • . + 9n-i = — A:^ sin l' 

+ h ^Vz + ^3 ^«/s + ««-1 ^«/n-i =— K 

TIT. ^1 9^1 + ^2 92 + ^3 93 • • • . + «/n-l 9n-t + ^0 -^^0 + ^ 1 ^^J 

-^ fj ^«^2 T" ^3 ^ ^3 "T" • • • • ^n— 1 ^ *^t^-i — • — ^«» 

Wollen wir nun mit diesen Bedingungsgleichungen der gesuchten Verbes- 
serungen die Bedingung ihres Quadratsummen-Minimums verbinden, so haben 
wir nach dem Obigen zu berücksichtigen, dass den Verbesserungen ^o» ^d ^2) ^s 
U.S.W, verschiedene Gewichte beigemessen werden müssen, je nachdem die 
Seitenlängen , auf welche sie sich beziehn, grösser oder geringer sind , dass end- 
lieh den Verbesserungen g)o, gpj, 9>2 u.s.w. gegenüber den Längenmessungsfeh- 
lern das Gewicht p zukömmt. Wir haben also zu setzen: 

7" *o «0 + ~ ^1 «1 + y ^2 f« + y^ ^»-t ^«-1 + P(9o 9o + 9i 9i + 9>t 9f 

+ . . . . 9n-i 9n-.i) = Minimum, 
oder auch 

IV. s^e^6o + s[Biei+Si€^e^+ *^_, 6^, f„_, + ^p(9o 9o + 9i 9i + 92 9i 

+ . . . . 9n-,i 9,^1) = Minimum. 

Wollen wir nun das durch die drei ersten Gleichungen bedingte Minimum 
dieser Quadratensumme finden, so haben wir alle vier Gleichungen zu differen- ^ 
ziren, jeden der dadurch aus den drei ersten Gleichungen erlangten Ausdrücke 
mit einem vorläufig unbestimmten Factor, etwa der Nummer der Gleichung (I, 
II, ni) zu multipliciren, dann die 3 ersten Gleichungen zu addiren, endlich der 
Keihe nach die Coefficientensummen der Differenziale dsy dej, d«, u.s.w., dq>i^ 
dq>2^ dq>^ u. s.w. den entsprechenden Coefficienten der 4**** Gleichung gleich zu 
setzen. Wir finden dann : 

^p^j = 1 — rcj . II -}- y, . in 
^p ^j = I — x^.TL + ^2 • III 
f*/'93 = I — iTs.II +^3.111 



^ . 



ftp 9)«_, = I — ar„_t . n + y«-i . III 

^0 ^0 = + ^Vo • II + ^^0 • III 
5i fi = + /dy^ .II + z/iCi.III 

^2 fj = + ^Vt .II + Jx^.ILl 

^3 ^8 == + z/ys .II/-H ^0:3.111 

j?^, f„^i = + ^y«-, . n + Jx^i . III , 

mithin : 

9o =^ • I 

(p, = -!-.i— -^.n-fi^.m 
^* fip fip it,p 
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(p, = — .1 — ^ .n+-^ .in 
f*p i^p (^p 

9>,=— .1 — -^ .n+-i^ .III 
^ ftp fip ftp 

9>^,= — .1— ^=i.II +?^ .III 
'ftp f*P P'P 



«1 



+ ^,ii+^.in 
f, = +^«.11+^.111 

Substituiren wir nun diese Werthe für tp und e in die Gleichungen I, II, III 
und setzen zur Abkürzung : 

\x\ für Xi + X2 + x^ . . . . + a:,^, 

[y] ?i yi + ^2 + y^ — + y«-i 

[^^J ,, Xi Xi + «^t «^2 I ^3 *^8 . . . . T" ^n— 1 «^it— 1 

i^y] » ^1 yi + ^2^2 + ^8 ya — + ^*-i y«-i 
[y y] „ yi yi + ytyt + y^y^ — + y«-! ^n-i 

« J " »0 *i «2 . . . . -r ^^^^ 

L « J " *o «1 «2 • • • • T g^^^ 

f jy.jy i dy^.dy^ t ^yt-^yx t ^yt'^y% I "^y^x'^y^x 

L « J " Äo *i *j ' * " «.«j 

so erhalten wir schliesslich: 

+ JLi_ M n+ öd III =^- *;, sin 1' 

'ftp ftp ftp " ' 

Durch Elimination finden wir nun die Werthe für I, II, III, und durch Sub- 
stitution derselben in die obigen Gleichungen die Werthe für 9>o} 9i> 9>t u* s. w., 
fo> ^i> *2 ^« s- w.; ferner durch Division mit sin l' in %, 9>j, 9?2 u. s.w. die Win- 
kelverbesserungen in Minuten, durch Multiplication der *o> ^d *2 u. s. w. bezie- 
hungsweise mit s^y tSj, ^2 u. s. w. die Verbesserungen der gemessenen Seiten*). 
Wenn wir endlich beachten , dass : 

Jy^=i 5.sina ; Jx= s.cosa 

und d-Jy = f.Ä.sin a + a.*.cos a; dJx = 6,8,co8a — a.^.sina. 

= Jy.e + Jx.cc ; = Jx.e— Jy.a^ 



♦) Man kann auch umgekehrt zuerst Vg nach der Formel v, =sB^=^y .11^ dx III 
berechnen und dann £ durch Division mit s finden. 
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oder, wenn wir dJy mit vjy und dJx mit v^^? bezeichnen, 



und dass 



cr< 



9i 



«t = 9>1 + 92 

«3 = 9^1 + 9^2 +>3 

u. s; w., 
so können wir auch ohne neue Berechnung der Coordinaten die Verbesserung 
der vorläufig berechneten Coordinaten-Unterschiede und Coordinaten der Keihe 
nach durch leichte Multiplicationen und Additionen ausführen. « 

Wir wollen die Anwendung der vorstehenden Entwicklungsformen an einem 
Zahlenbeispiel betrachten. 

Bei der Aufnahme des Grundsteuer-Katasters wurden in dem Polygon der 
Flur VII der Gemeinde Hartum im Kreise Minden gemessen: 



Num- 


Station 


Winkel in Gen; 


Seiten 


Nam- 


Station 


Winkel in Cen- 


Seiten 


mer. 


No. 


tesimaUheilang>. 


in Ruthen. 


mer. 


No. 


tesimaltheilang*. 


in Rathen. 


0) 


66 


J36^90'.ir 


127,^9 


7) 


39 


282°. 13'. 50" 


67,^5 


1) 


62 


94.42.07 


80,0 


8) 


38 


109 . 94 . 40 


101,3 


2) 


61 


351.32.71 


101,6 


9) 


37 


169 . 80 . 62 


113,4 


3) 


572 


72.82.25 


42,7 


10) 


40 


229 . 81 . 62 


122,7 


4) 


60 


184.99.76 


92,8 


11) 


41 


46 . 58 . 50 


95,4 


5) 


59 


187 . 54 . 50 


98,5 


' 12) 


67 


246.07.90 


85,4 


6) 


58 


87 . 57 . 31 


34,5 


/ 









Der anföngliche Neigungswinkel für die Seite von der Station No. 66 nach 
No. 62 wurde gegeben zu 20°. 68' 86", 

die Ordinate des Punktes No. 66 zu — 1092,60 



1» 



Abscisse 



»» 



i> 



?j 



» 
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+ 646,23. 



Wir berechiien nun zunächst die Coordinaten mit den unveränderten Maas- 
sen, indem wir nach dem Obigen in der Station No, 66 sowohl die Ordinate als 
die Abscisse mit beginnen lassen : 







t» 


8 


a 


^y 


dx 


y 


x 


Num- 
mer 


Sta- 
tion 


Brechnn^swinkel 


Seite 


Nei^ung-twinkel 


Ordinaten- 
unterschied 


Abscifsen- 
unterschied 


Ordinate 


Abscisge 





66 


1360. 90M1" 


127,09 


20«. 68'. 86" 


+ 40,835 


- 


h 121,205 








1 


62 


94 . 42 . 07 


80,0 


315 . 10 . 93 


— 77,757 


- 


h 18,810 


+ 40,835 




h 121,205 


2 


61 


351 . 32 . 71 


101,6 


66 . 43 . 64 


+ 87,803 


- 


- 51,118 


— 36,922 




-140,015 


B 


572 


72 . 82 . 25 


42,7 


339 . 25 . 89 


— 34,835 


- 


1- 24,695 


+ 50,881 
+ 16,046 




h 191,133 


4 


60 


184 . 99 . 76 


92,8 


324 . 25 . 65 


— 86,145 


- 


- 34,509 




-215,828 


5 


59 


187 . 54 . 50 


98,5 


311 . 80 . 15 


96,812 


- 


- 18,155 


70,099 




1-250,337 


6 


58 


87 . 57 . 31 


34,5 


199 . 37 . 46 


+ 0,339 


34,499 


— 166,911 




-268,492 


7 


39 


282 . 13 . 50 


67,5 


281 . 50 . 96 


64,672 


— 19,330 


— 166,572 




r 233,993 


8 


38 


109.94.40 


101,3 


191 . 45 . 36 


- 


- 13,556 


— 100,387 


- 2ßl,244 

— 07,688 




-214,663 


9 


37 


169.80.62 


113,4 


161 . 25 . 98 


- 


- 64,826 


— 93,042 




-114,276 


10 


40 


229 . 81 . 62 


122,7 


191 . 07 . 60 


. 


- 17,145 


121,491 


152,862 




- 21,234 


11 


41 


46 . 58 . 50 


95,4 


37 . 66 . 10 


. 


- 53,201 


+ 79,188 
+ 21,576 


— 135,717 


— 100,257 


12 

(A) 
13 


67 


246 . 07 . 90 


85,4 


83 . 74 . 00 


- 


h 82,631 


— 82,516 


— 21,069 


2199 . 05 . 25 

2200 . 00 . 00 


20 . 64 . 11 
20 . 68 . 86 


+360,336 
— 360,221 


+369,256 
— 368,749 


+ 0,115 


+ 0,507 


— 115;J,769 


+ 1649,850 


A > 


*..== — 4'. 76" 


9 ' 


lk'^= — 4.76", 


*» = 


=+0,115, 


*• = 


=+0,507 


f B « , C 1 
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Sodann berechnen wir die nachstehenden Hilfsgrössen, indem wir die Pro 
ducte auf volle Euthen abrunden *) : 





Jydy 


Jydx 


dx dx 


^y dy 
s 


Jy dx 


dx dx 

s 


yy 


9 

yx 


XX 


$ 




1 

2 
3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 


+ 1667 
6047 
7709 
1213 
7422 
9372 

4182 

184 
4203 

294 
2830 
6827 


+4949 

— 1463 
+4488 

— 860 

— 2973 

— 1758 
-^ 12 
+ 1250 

— 1361 

— 6032 

— 2083 
+4213 
+ 1782 


+ 14690 

353 

2613 

610 

1191 

330 

. 1190 

374 

10080 

8657 

14763 

6271 

465 


+ 12,ft 

75,58 
75,87 
28,41 
79,98 
95,15 

0,00 
61,96 

1,82 
37,06 

2,40 
29,67 
79,95 


+38,61 

— 18,28 
+44,28 

— 20,15 

— 32,04 

— 17,85 

— 0,34 
+ 18,52 

— 13,44 

— 53,31 

— 16,97 
+44,16 
+20,87 


+ 114,83 

4,42 
25,75 
14,29 
12,83 

3,27 
34,50 

5,54 

99,51 

76,34 

120,31 

65,73 

5,45 


+ 1667 

1363 

2590 

258 

4914 

27864 

27757 

53454 

47394 

23381 

18415 

6810 


+ 4949 

— 5169 
+ 9723 
+ 3464 

— 17545 

— 44813 

— 38985 

— 49640 

— 24883 

— 3246 
+ 13580 
+ 1749 


+ 14689 
19600 
36520 
46570 
62650 
72090 
54758 
46095 
13065 

451 
10060 

444 


+51950 


+ 140 


+61587 


+580,82 


— 5,94 


+582,74 


+215867 


150816 


+376992 






D 


^ 




E 






P 


• 



Nehmen wir nun beispielsweise das Gewichtsverhaltniss zwischen Seiten- 
und Winkelmessung nach der eben mitgetheilten Erfahrung an , wo p = 9,644 
und |[t:=74,2 war, so haben wir die Summen A, B, C und F mit f*/? zu theilen, 
nämlich zu setzen **) : 

log ;> = 0,98426 
j[t=: 1,87040 



log 



2,85466 



Cp . log 
+ A) log 



Pitt = 7,14534 
n = 1,11394 , 8,25928 , +0,018167, dazu E 
+ B) log [y] = 3,06175«, 0,20709n, —1,6110 

— C) log [x] = 3,21743 , 0,36277 , — 2,3055 

+ flog [yy] =5,33418 , 2,47952 , +301,66 + 582,74 = + 884,40 

— yI log [xy] = 5,17845«, 2,32379«, + 210,76 — 5,94 = + 204,82 
+ [ log [xx] = 5,57634 , 2,72168 , + 526,84 + 580,82 = + 1 107,66 . 

Auch ist noch k'^ in Halbmessermaass zu verwandeln : 

. log /fi, = 0,67669« 
log sin l'= 6,19612 
log k^ = 6,87281«, — 0,00074612. 

Nach diesen Vorbereitungen ergeben sich die Gleichungen zur Bestimmung 
der Correlate I, II, III, wie folgt: 

+ 0,018167 I — 2,3055 11 — 1,6110 III = + 0,00074612 

— 2,3055 I + 1107,66 II + 204,82 III =— 0,115 

— 1,6110 I + 204,82 II + 884,40 III=— 0,507. . 



*) Zu diesen Multiplicationen können füglicli Multiplicationstafeln mit dreistelligen 
Factoren benutzt werden. Eine ängstliche Sorge für die Genauigkeit der Endziffern ist 
unnöthig; dagegen muss auf die Stellenzahl alle Aufmerksamkeit verwendet werden. 

^*) Bei diesen und den nachfolgenden Rechnungen bezeichnet der den Logarithmen 
unten angfehHngte Buchstabe n, dass der betreffende Log. zu einer negativen Zahl gehört. 
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Damit der Leser den Umfang dieser Ausgleichungsrechnung vollständig 
übdrseben könne, möge das Eliminationsgeschaft, wie es sich nach dem bekann- 
ten Gauss^schen Algorithmus gestaltet, hier Platz Enden, und zwar so ansführ- 
lich, dass keine Ziffer anderswo berechnet werde. 

(l) +0^013167.1— 2,3055.11— 1,611. 111 = + 0,0007461 2, 

+ 1107,66 . n + 204,82 . III = — 0,115 

+ 884,40 . III =—0,507 



log — 8,25928-«o 0,36277« 


0,20709n 


6,87281-10 


^*^ 2,10349n 


2,46626 


2,31058 


8,97630^-10 


— 


-(+ 292,59 


+ 204,447 


^ — 0,094689) 


(2) 


+ 815,07 


+ 0,373 


— 0,02(»11 


1,94781, 




2,15490 


- 8,82062„-io 


• 


■( 


+ 142,857 


— 0,066183) 






+ 741,543 


— 0,440817 


log (2) 


2,91119 


9,57171-10 


8,30773^-10 




6,66052-10 


6,23223-1« 


4,96825^-10 






+ 0,00017 


—0,0000093 


(3) 




+ 741,54283 


— 0,4408077 


log (3) 




2,87014 


9,64425n-io 




\ 


log 


m— 6,7741^-10, in— 






6,34582-10 


+ 0,0002217 



5,75460-10 
— (+0,0000568 



0,0005944 



— 0,0200893 
8,30296n-io 
log II=5,39183„-«o, II =—0,0000247 
6,98120-10 
+ 0,0009577) =—0,0010145 

—0,0002684 
6,42878n-<o 

log I = 8,169öO„-U), I =— 0,014774 . 

Durch einfache Multiplication der Werthe für II und III mit ^y und Jx 
erhalten wir nun sofort die Verbesserungen v, der Seitenlängen. Es ist nämlich 

v,c=: ziy . II + ^o; . in . 

Dagegen erhalten wir die constanten Factoren für die Winkelverbesserun- 
gen erst, nachdem wir I, II, III mit ftp dividiren. 

Wir haben zu diesem Ende : 



Cp.logjiip 
log I 
log II 
log III 



7,14534 

8,16950^,-10, 5,31484^-10, 
5,39183^-10, 2,537l7n-io, 
6,77411,-10., 3,91945'»-io, 



0,000020646 = w, 
0,0000000344=: w„ 
0,000000831 =w„, 



und damit: 



9) = m, — ar.Wii + y.Wn,; 



endlich 



<P 



9 = -T^ ::== 6366 . 9) . 
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Wir haben demnach : 



0) 

1) 

2) 
3) 
4) 

5) 

6) 

7) 

8) 

9) 
10) 

11) 
12) 



— 0,00101 — 0,07187 = — 0,0729 
+ 0,00192 — 0,01117 == — 0,0092 

— 0,00217 — 0,03035 = — 0,0325 
+ 0,00086 — 0,01467 = — 0,0138 
+ 0,00213 — 0,02049 = — 0,0184 
+ 0,00239 — 0,01081 = — 0,0084 

— 0,00001 + 0,02049 = + 0,0205 
+ 0,00160 + 0,01146 = + 0,0130 
-- 0,00033 + 0,05964 = -f 0,0593 

— 0,00160 +. 0,05543 = + 0,0538 

— 0,00042 + 0,07221 = + 0,0718 

— 0,00132 -7 0,04704 = — 0,0483 

— 0,00204 — 0,01283 = — 0,0149 



— 0,000569 

— 0,000115 

— 0,000316 

— 0,000323 

— 0,000195 

— 0,000085 
+ 0,000594 
+ 0,000193 
+ 0,000588 
+ 0,000474 
+ 0,000584 

— 0,000506 

— 0,000170 















ferner : 



= 9 



0) 
1) 
2) 
3) 
*) 
5) 
6) 
7) 
8) 
9) 
10) 

11) 
12) 



— 0,0000206 . =—0,0000206 = 

— 206 + 0,0000042 — 0,0000338 = — 0,0000502 =: 



206.+ 
206 + 
206 + 
206 + 

206 + 

207 + 
207 + 
207 + 
207 + 
207 — 
207 — 



48+ 306 = + 0,0000148 = 

66 — 422 = — 0,0000562 = 

74 — 133 == — 0,0000265 = 

86 + 582 = + 0,0000465 = 

92+ 1386 = + 0,0001272 = 

80 + 1386 = + 0,0001259 = 

74 + 1917 = + 0,0001784 = 

39 + 1809 = + 0,0001641 = 

07 + 1270 = + 0,0001070 = 

34+ 1120 = + 0,0000879 = 

07 + 685 = + 0,0000471 c= 



9>' 

-0,'13,"1 

— 0,32, 
+ 0,09, 4 

— 0,35, 8 

— 0, 16, 7 
+ 0,29, 4 
+ 0,80, 9 
+ 0,80, 3 
+ 1,13,4 
+ 1,04,5 
+ 0,68, 1 
+ 0, 56, 
+ 0,30, 



Summe — 0,0002684 + 0,0000567 + 0,0009568 = +0,0007451 = 
Sollte sein +0,0007461 = 



+ 4,'74,"4 
+ 4,'75/' 



Die vorstehende Summirnng dient also zu einer bequemen Rechnungs- 
controle, wie auch die obige Berechnung von v, dadurch gesichert wurde, dass, 
abgesehen von den hier einflusslosen Fehlem ky und k„, ist: 

[Jy] =0 und mithin auch [Jy.H ] = 
[Jx] =Ö „ „ „ [Jx.Ul] = Q 
[Jy.ll] + [^a;.ni] = K]=0, 

Die Verbesserungen der Neigungswinkel finden wir durch succefisive Ad- 
dition der Winkelverbesserungen. Wir führen diese Rechnung vorbedach tlicb 
des künftigen Gebrauchs im Halbmessermaasse. Es ist: 



9?, — -- 0,0000502 


«,_ ( 


0,0000502 


9>z — + 


0148 


a^ — 


0354 


98 = — 


0562 


«3— — 


0916 


9i 


0265 


Of4^ 


1181 


95 — + 


0462 


«5 — 


0719 


96 — + 


1272 


«6 + 


0553 


97 — + 


1259 


«7 — + 


1812 


98 — + 


1784 


«8 = + 


3596 
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9>« — + 0,0001641 


ttj = + 0,0005237 


q>io = + 1070 


«10 = + 6307 


<Pii + 0879 


«ti = + 7186 


91. — + 0471 


«„ h 7657 


9>o 0206 


«0 — + 7451 



Mit Hülfe dieser Werthe erhalten wir endlich die Verbesserungen v^y und 
'^^x der Ordinaten- und Abscissen-Unterschiede : 



0) — 0,02318 = — 0,0232 

1) + 0,0089 — 0,0009 — + 0,0080 

2) — 0,0278 — 0,0018 = — 0,0296 

3) + 0|0112 — 0,0023 = + 0,0089 

4) + 0,0171 — 0,0041 = + 0,0130 

5) + 0,0082 — 0,0013 = + 0,0069 

6) + 0,0002 — 0,0019 = — 0,0017 

7) — 0,0124 — 0,0035 = — 0,0169 

8) + 0,0079 -- 0,0360 = — 0,0281 

9) + 0,0306 — 0,0487 ==? — 0,0181 

10) + 0,0100 — 0,0766 = — 0,0666 

11) — 0,0269 + 0,0569 = + 0,0300 

12) — 0,0144 + 0,0165 = + 0,0021 

+ 0,0941 + 0,0734 +0,0689 

— 0,1047 — 0,1771 — 0,1832 

— 0,0106 — 0,1037 = — 0,1143 
Sollte sein = — 0,1150 



sJx + aJyz=z v^gg 

— 0,0691 = — 0,0691 

— 0,0022 — 0,0039 =^ — 0,0061 

— 0,0162 + 0,0031 = — 0,0131 
*- 0,0080 — 0,0032 = — 0,0112 

— 0,0068 — 0,0102 = — 0,0170 

— 0,0016 — 0,0070 = — 0,0086 

— 0,0205 — 0,0000 = - 0,0205 

— 0,0037 + 0,0117 = + 0,0080 

— 0,0588 — 0,0049 = — 0,0637 

— 0,0440 — 0,0340 = — 0,0780 

— 0,0711 — 0,0108 = — 0,0819 

— 0,0401 — 0,0383 = — 0,0784 

— 0,0038 — 0,0833 = — 0,0671 

+ 0,0148 + 0,0080 

— 0,3459 — 0,1756 —0,5147 

— 0,3469 — 0,1608 = — 0,5067 

= —0,5076 



Bunden wir nun die Verbesserungen v^y und v^x auf drei Decimalstellen 
der Ruthen ab, so ist die Schlussreehnung : 



dy 

0) + 40,835 

1) — 77,757 
2) +87,803 

3) — 34,835 

4) — 86,145 

5) — 96,812 

6) + 0,339 

7) — 64,672 

8) + 13,556 

9) + 64,826 
10) + 17,145 
11) +53,201 
12) + 82,631 

0) 



+ V/J» 

— 0,023 
+ 0,008 

— 0,030 
+ 0,009 
+ 0,013 
+ 0,007 

— 0,002 

— 0,016 

— 0,028 

— 0,018 

— 0,067 
+ 0,03a 
+ 0,002 



- ^y' 
= + 40,812 
= — 77,749 
= + 87,773 
= — 34,826 
^—86,132 
= — 96,805 
= + K),337 
= — 64,688 
= + 13,528 
= + 64,808 
= +17,078 
= + 53,231 
+ 82, 



= + 82,633 + 



^x + V^g. 

+121,205 — 0,069 
+ 18,810 — 0,006 
+ 51,118 — 0,013 
+ 24,695 — 0,011 
+ 34,509 — 0,017 
+ 18,155 — 0,009 

— 34,499.-0,021 

— 19,330 + 0,008 
—100,387 — 0,064: 

— 93,042 — 0,078 = 
—121,491—0,082; 
+ 79,188 — 0,078 

21,576 — 0,067 



+ 0,115—0,115 







dx* 

+121,136 
:+ 18,804 
:+ 51,105 
+ 24,684 
+ 34,492 
+ 18,146 

— 34,520 

— 19,322 

— 100,451 

— 93,120 
—121,673 
+ 79,110 
+ 21,509 



+ 0,507 — 0,507 = 



1092,600 
1051,788 
1129,537 
1041 ,764 
1076,590 
1162,722 
1259,527 
1259,190 
1323,878 
1310, 
1246,542 
1228,464 
1175,233^ 
1092,600 




+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 
— 1310,3501+ 

+ 
+ 
+ 
+ 



X 

646,230 
767,366 
786,170 
837,275 
861,969 
896,451 
914,597 
880,07t 
860,755 
760,304 
667,184 
646,611 
624,721 
646,230 




Wie angenehm es immerhin ist, die unvermeidlichen Beobachtungsfehler 
nach den strengen Begeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung ausgeglichen zu 
sehen, so lässt sich doch nicht verkennen, dass dieses Gefühl der vollen Befrie- 
digung im vorliegenden Falle durch ein Bechnungsw erk von ziemlich bedeuti^n- 
dem umfange erlangt wird. Nun dürfen wir aber bei Beurtheilang eines Ver- 
fahrena den Zweck der Arbeit nicht aus dem Auge verlieren. Es würde sich 

Vorlaender, Ausg'Ieichung'. 2 
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niclit rechtfertigen lassen, bei jedem Yermessnngswerk schlechthin verlangen zu 
wollen, dass es so genau sein müsse, als es bei Aufwendung aller menschlichen 
.WissenfiLchaft und Kunst hergestellt werden könne ; es würde z. B. lächerlich 
sein, bei der geometrischen Aufnahme eines Grundstücks zu irgend einem Öko- 
nomischen Zwecke alle die kostspieligen und zeitraubenden Vorkehrungen tref- 
fen zu wollen, welche bei Gradmessungen nöthig sind, um mit ihren Resultaten 
einen Schluss auf die Gestalt der Erde begründen zu können. 

Bevor wir also zu einem Vermessungswerke selbst schreiten, haben wir die 
Aufgabe zu lösen, die Mittel mit dem Zwecke in^s Gleichgewicht zu setzen. 
Wir können uns hier auf theoretische Betrachtungen über diese schwierige Auf- 
gabe nicht einlassen und müssen uhs darauf beschränken, für das Rechnungs- 
geschäft des Polygonometers ein Verfahren zu zeigen , wodurch im Vergleiche 
zur strengsten Regel die Arbeit bedeutend verringert, an Schärfe der Resultate 
aber nur wenig eingebüsst wird , ihm dann überlassend , zwischen beiden Ver- 
fahrungsarten zu wählen. 

Die Aufnahme eines Polygons erfordert, wief wir oben bemerkt, die beiden 
wesentlich verschiedenen Acte der Winkelmessung imd der Seitenmessung. Die 
Winkelmessung ist, wie sie gewöhnlich betrieben wird, bei allen Winkeln eines 
Polygons eine völlig gleichförmige Operation, und der Fehler eines gemessenen 
Winkels ist unabhängig von der Grösse des letzteren. Es sind also wenigstens 
Thatumstände vorhanden, welche gegen den Vorwurf der Leichtfertigkeit ange- 
führt werden können, wenn wir das- Ausgleichungsgeschäft ebenfalls in zwei 
Acte theilen, also eine besondre Winkelausgleichung voranschicken und bei die- 
ser von der Voraussetzung ausgehen, dass zur Bildung des Fehlers in der Summe 
aller Winkel eines Polygons jeder einzelne Winkel in gleichem Maasse bei- 
getragen habe, wie jeder andre. 

Unter dieser Voraussetzung wäre also der Fehler k'„ durch die Anzahl der 

Winkel zu theilen und der Quotient — ,k^ mit entgegengesetztem Zeichen jedem 

einzelnen Winkel beizufügen. Würden sodann die ausgeglichenen Winkel zur 
Ableitung der Neigungswinkel benutzt, so würde diese ohne Widerspruch endi- 
gen, es würde sich ergeben: 

Berechneten wir dann mit den so gefundenen Neigungswinkeln und den 
gemessenen Seiten die Coordinaten-Unterschiede des Polygons und fändeii bei der 
Summirung der Ordinaten-Unterschiede den Fehler Är^, bei jener der Abscissen- 
Ünterschiede den Fehler Ar^, so hätten wir es jetzt nur noch mit den zwei that- 
sächlichen Gleichungen zu thun : 

^0 sin «0 + *t sin a^ + s^sma^ + s^^ sin a„_, c=: ky 

Sq cos «0 + *i cos «1 + ^2 cos «2 + *n-l ^^^ <*»-! = ^« • 

Bei der DiflFerenzirung dieser Gleichungen können wir sowohl s als a ver- 
änderlich setzen; wir können aber auch, wenn die juristische Ausdrucksweise 
hier gestattet ist, noch summarischer verfahren, nämlich die aus einer vorberei- 
tenden Winkelausgleichung hervorgegangenen Neigungswinkel unveränderlich 
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nehmQii. Betrachten wir zunächst die Folgerungen der ersteren Voraussetzung, 

so finden wir als Bedingungsgleichungen der Verbesserungen : 

' • * • 

I- «oi ^2/0 + h * ^yi + ^2« ^^2 + . • • ^n-l- ^y.^i + «1 • ^^1 + «2- ^«2 

> + «3- ^^3 . • • + «n-l . -^a^n-l = ^y 

II. Bq.JXq + fj . ^a?! + £2 • ^^2 + • . . ^n-l • -^^n-l ^1 • ^^1 ■■ — ^i • ^2^2 

— «S.^ys . . . — ßfn-l-^y«-l =^— ^a:- 

Nehmisn'wir nun ferner an, dass durch die vorbereitende Ausgleichung, 
welche lediglich unter den Winkeln vorgegangen ist, das Gewichtsverhältniss 
zwischen Winkel - und Seitenmessung sich nicht geändert habe, so behält die 
Bedingung des Minimums der Quadratensumme die obige Form, nämlich 

^O^O^O + ^1^1«! + S2h^t+ ' . • ^nr-l «n-1 ^n-l + ^/> («1 «1 + Cfg «j + OTg «g 

+ . . . of,j_j or^_,)= Minimum. 
Wir erhalten weiter : 

• u. s. w. 

«,^^.1-^.11 

(i.p (ip 

endlich ^- «• ^-^ 

/[" z/y.z/y l , [z/a?.z/a?]— z/a?oZ/ a?o\ j /r ^y.Jx l [Jy.Jas]—'JyQdxQ\ j ^ ^ 

Der Anschein der Weitläuftigkeit dieser Formeln verliert sich, wenn wir 
diese wörtlich ausdrücken , nämlich : 

1) Wir multipliciren die Glieder jeder der beiden Reihen der Abscissen- 
und Ordinaten-Unterschiede zuerst mit sich selbst, dann mit dem Brudergliede 
der andern Reihe, summiren die drei Productenreihen, mit Ausschluss der ersten 
Producte, und theilen die Summen mit dem Gewichtsfactor der Winkelmessung ; 
wir erhalten dadurch: 

^p ' (IP ^ l^p 

2) wir theilen jedes der drei gleichstufigen Producte (l) mit der betreffen- 
den Seite und summiren die Quotienten , wodurch wir erlangen : 



FJy.Jy'l Fdy.dxl fJx.^oH, s 



3) durch Summirung, beziehungsweise Subtrahirung der Resultate der bei- 
den vorstehenden Operationen erhalten wir die Coefficienten in den beiden 
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Schlussgleichungen, aus denen wir sodann durch Elimination die Correlaten I 
und II entwickeln können; 

4) endlich multipliciren wir mit dem gemeinschaftlichen Factor I der Reihe 
nach alle Ordinaten-Unterschiedct mit dem Factor II alle Abscissen-Unterschiede, 
vereinigen die gleichstufigen Producte und finden dadurch die Seitenverbesse- 
rungen ^ sowie durch verwechselte Multiplication mit den gemeinschaftlichen 

Factoren — und — und Zusammensetzung der gleichstufigen Producfe die Ver- 
besserungen der Neigungswinkel in Halbmessermaass. 

Die Berechnung der Verbesserung der Ordinaten- und Abscissen-Unterschiede 
geschieht nun nach der oben, bei der Auseinandersetzung des strengsten Verfah- 
rens gegebenen Begel. 

Wollen wir uns endlich des oben angedeuteten summarischen Verfahrens 
bedienen, also die nach der vorbereitenden Winkelausgleichung hervorgegange- 
nen Neigungswinkel als unverbesserliche Angaben betrachten, so haben wir bei 
der Differenzirung der beiden thatsächlichen Gleichungen die Grösse a constant 
zu setzen. Wir finden dann einfach: 

I. eo^yo+fi^yi+«2^y2+ e^i^yn^t =— ATy 

IL fo ^^0 + ^1 ^^1 + f« ^^2 + 'f«-i -^^»-1 = — K 

So ^0 «0 + ^1 «1 «1 + ^2 ^2 «2 + ^n-i ^iv-i «n-i = Minimum, 

also: 

Sq Sq 

6.=^^.!+-^^. II 

♦t «s 



und : 

[£iL^].i+[^f^].n=-*.. 

Um zu den cons tauten Factoren für die Berechnung der Verbesserungen 
zu gelangen, haben wir also hier nur die oben erwähnten drei Productenreihen 
zu bilden , die gleichstufigen Glieder mit der betreffenden Seitenlange zu thei- 
len , die Quotienten in drei Summen zusammen zu ziehen und dann , nachdem 
diese Summen als Coefficienten der unbekannten Grössen I und II in die Glei- 
chungen für dieselben eingeführt worden, diese Grössen durch Elimination zu 
entwickeln. 

Wollen wir nach diesen Kegeln das obige Zahlenbeispiel noch einmal 
durchrechnen, so haben wir zunächst den Fehler der Winkelsumme zu verthei- 
len und mit den so ausgeglichenen Brechungswinkeln die Neigungswinkel abzu- 
leiten , sodann nut diesen die Ordinaten- und Abscüssen- Unterschiede sa berech- 
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4'. 75 



nen. Der gedachte Winkelfehler war =»—4'. 75", es sind Älßo"+ -~j^e= + 36", 54 
jedem Winkel beizufügen oder bei Abrundung auf Secuuden 

bei 6 Winkeln 36"= 216 
„ 7 „ 3/ = 259 



» 



» f ' w 



Demnach erhalten wir : 



Summe 475. 



Num- Seiten - 
mer längen 


Brechanes- 
winkel 


Neigungs- 
winkel 


Ordinalen - 
anterschied 


Abscissen- 
nnterschied 


n 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 




8 

127,9 
80,0 

• 

101,6 

42,7 

92,8 

98,5 

34,5 

67,5 

101,3 

113,4 

122,7 

95,4 

85,4 


• 

94 . 42 . 07 

+ 36 

351 . 32 . 71 

+ 37 

72.82.25 

+ 36 

184 .99 . 76 

+ 37 
187 . 54 . 50 

m +36 

87 . 57 . 31 

+ 37 

282 . 13 . 50 

+ 37 

109 . 94 . 40 

+3« 

169 . 80 . 62 

+ 37 

229 . 81 . 62 

+ 36 

46 . 58 . 50 

+37 

246 . 07 . 90 

+ 36 

136 . 90 . 11 

+37 


a 
20.68.86 

315 . 11 . 29 

66.44.37 

339 . 26 . 98 

324 . 27 . 11 

311 . 81 . 97 

199 . 39 . 65 

281 . 53 . 52 

191.48.28 

161 . 29 . 27 

191 . 11 . 25 

37 . 70 . 12 

83 . 78 . 38 


+40,835 
—77,757 
+87,809 
— 34,831 
86,137 

"— cKi,oOo 
+ 0,327 
^64,680 
+ 13,512 
+64,777 
+ 17,074 
+53,251 
+82,644 


dx 
+ 121,205 

+ 18,814 

+ 51,107 

+ 24,701 

+ 34,529 

+ 18,183 

— 34,498 

— 19,305 

— 100,395 
, - 93,077 

-^ 121,504 
+ 79,155 
+ 21,519* 


20.68.86 


• 13 


2200 . 00 . 00 


+360,229 
— 360,213 


+369,213 
-^ 368,779 


*„= + 0,016 


A;^=p+ 0,434 



Es würde überflüssig sein, an dieser Stelle die oben schon benutzten Hälfis- 
grössen B und E nochmals zu berechnen, weil sie sich nach den vorstehenden 
Goordinaten-Unterschieden nur ganz unmerklich ändern würden, auch mehr als 
hinreichende Genauigkeit vorhanden ist, wenn die Producta Jy.Jy^ Jx.Jy^ 
Jx,^!ixm vollen Buthen zuverlässig sind« 

Wir hatten oben : 

{/ly . -^y ]= 51950; [dy . ^ar]=+l40 ; [Jx . ^a:] = +61587 
— ^y^. ^yo =— 1667; — -^yo- '^iPo=— 4949; ^x^. Jx^ =—14690 



+ 50283 


* —4809 


+ 46897 


log — 4,70142 


3,68205» 


4,67115 


Cp . log fip =7,14534 


7,14534 


7,14534 


1,84676 


0,82739, 


1,81649 


+ 70,268 


^ (-6,730) 


+ 65,538 


+ 582,74 


— 5,94 

• • — 


+ 580,82 



+653^^1 



+ 0,78 



+ W«,36. 
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Die NortnalglBiohangen sind demnach: 

646,36 . 1 + 0,78 . II = — 0,016 
+ 0,78 . 1 + 653,01 . n — — ft,4a4 



log = 2,81047 
7,08162 



9,89209 
6,97371 

0,0009 



8,20412« 
5,28574n 
— 0,00002 



V. 



653,0091 —0,43398 

2,81492 . 9,63747» 

log ir = 6,82255« ; II = — 0,00066458 
6,71464 ; + 0,00052 

—0,01547 
8,18949« 
log I = 5,37902«; I = — 0,00002393. 

Wir finden nun durch Multiplikation : 

0) - 0,0010 — 0,0805 = — 0,0815 

1) + 0,0019 — 0,0125 r= — 0,010d 

2) — 0,0021 — 0,0340 = — 0,0361 

3) + 0,0008 — 0,0164 =2 — 0,0156 

4) + 0,0021 — 0,0229 = — 0,0208 

5) + 0,0023 — 0,0121 = — 0,0098 

6) w- + 0,0229 = + 0,0229 

7) + 0,0015 + 0,0128 = -I- 0,0143 

8) — 0,0003 + 0,0667 = -4- 0,0664 

9) — 0,0015 + 0,0618 = + 0,0603 

10) — 0,0004 + 0,0808 = + 0,0804 

11) — 0,0013 — 0,0527 = — 0,0540 

12) — 0,0020 — 0,0143 = — 0,0163 

Die Abweichungen dieser Verbesserungen der Seitenlängen von« den nach 
dem strengsten Verfahren gefundenen bewegen sich innerhalb eines Zolles ; die 
grösste derselben beträgt 0,0086 Ruthen. Um die constanten Factoren für die 
Verbesserungen der Neigungswinkel zu erhalten , setzen wir : 

log I == 5,37908«-io ; log U = 6,82255«-io 

Cp.log (ip = 7,14534-10 =» 7,14534-10 

log (1) 



8 

— 0,000627 
~ 0,000135 

•- 0,000354 

— 0,000365 

— 0,000224 

— 0,000100 
+0,000664 
+ 0,000212 
+ 0,000655 
+ 0,000534 
+ 0,000654 

— 0,000566 
0,000197 



2,52442«-io ; log (2) = 3,97789«-io 
(1) = — 0,0000000335 ; (2) = —0,00000095. 

Mit Hülfe dieser Factoren erhalten wir : 

1) = — 0,0000006 — 0,0000739 =: — 0,0000745 
2^ — ni7 -i_ ftazi — _i_ «17 



e == 



017 + 
008 — 
012 — 
006 — 
012 + 
006- 
034 + 
031 -- 
041 -- 
026 - - 
007 -- 



834 — + 

330=: — 

818 = — 

919=: — 

= + 

615=: — 

128 = -- 

615 = -- 

162 = -- 

•605 = -- 

785 = -- 



817 
338 
830 
925 
012 
609 
162 
646 
203 
478 
778 



xxf in GradmaasB 
^ 0'. 30,"2 
+0 . 52, 
-0 . 21, 5 

— 0.52, 9 

— . 59, 9 
+0 . 07, 6 

— . 38. 8 
+0 . 10, 3 
-0.41, 1 
--0.12, 9 
--0.30, 4 
..-0.49,6 
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eudlicli durch Multiplication der a und t mit jiy und /ix die Verb ess endogen 
der Coordinaten-Uuterschiede : 

^y.i+ Jx.a = 

0) —0,0256 — — 0,026 

1) + 0,0105 ~ 0,0014 = + 0,009 

2) ~ 0,031 1 + 0,0042 = — 0,027 

3) + 0,0127 — 0,0008 = + 0.01 2 

4) 4-0,0193 — 0,0029 = + 0,016 

5) + 0,0101 — 0,0017 ;= + 0,008 

6) +0,0002 — 0,0000=4-0,000 

7) — 0,0137 + 0,0012 = — 0,0J3 

8) + 0,0088 — 0,0016 = + 0,007 

9) + 0,0346 — 0,0060 = + 0,029 
10) +0,0112—0,0025 =:4-O,O08 
H) —0,0305 + 0,0038 =- 0,026 
12) —0,0163 + 0,0017 = — 0,013 

— 0,0102 — 0,0060 = — 0,01 6 
Werden diese Verbesserungen mm den Co ordinaten- Unterschieden beige- 
fügt, HO erhalten wir die Schluasrechnung : 



^x.t 


- ^y.« = 


vx 


0,0759 . 


= 


-0,076 


0,0025- 


-0,0058 = 


-0,008 


0,0181 - 


-0,0072 = 


-0,025 


0,0090- 


-0,0012 = 


-0,010 


0,0077 - 


-0,0071 = 


-0,015 


0.0027- 


-0,0090 = 


-0,012 


0,0229 - 


-0,0000 = 


-0,023 


0,0041 - 


-0,0039 = 


-0,008 


0,0656- 


-0,0002 = 


-0,066 


0,0197- 


- 0,0042 = 


-0,054 


0,0792- 


-0,0003 = 


-0,079 


0,0453- 


-0,0026 = 


-0,048 


0,0037- 


-0,0064 = 


-0,010 


0,3864- 


-0,0479 = 


-0,434 



Um endlicli anch nachzuweisen, welche Veränderungen die ursprünglichen 
Biechungswiilkel durch die beiden Änsgleichungsscie zusammen genommen erlit- 
ten haben, setzen wir: i t 



"p 


= - 30,"2 + 36 


= + 


"l 


= + 82, 2 + 37 


= + 


«J 


= - 73, 5 + 36 


z^ — 


a. 


= — 31, 4 + 37 


= + 


«4 


= — 7,0 + 36 


= + 


«s 


= + 67, 5 + 37 


= + 




= - 46, 4 + 37 


= — 


a. 


= + 49, 1 + 36 


- + 


"i 


= + 30, 8 + 37 


= + 


"» 


= -28,2 + 36 


= + 


a, 


= + 17, 5 + 37 


= + 


"i 


= + 19, 2 + 36 


= + 


«1 


= — 49, 6 + 37 


= - 



0"+4'75" = 



M 



Woll<dn wit emdlich di6 wiedetholte Ausgleichung der Neigungswinkel ver- 
nachlässigen , also nach der erfolgten gleichmässigen Vertheilung des Winkel- 
fehlers die Goordiqatenfehler einfach auf das System der Polygonseiten werfen, 
so finden wir die Go^fficienteü der Normalgl^ichungen : 

einfach in den HülfsgrÖssen E , nämlich : 

+ 580,82 . 1 — 5,94 . II = — 0,016 
— 5,94 . 1 + 582,74 . II = — 0,434. 
Die Elimination derselhen ist: 



2,76404 

8,00975, 



0,77379, 

8,78354 
+ 0,06 

582,68 
2,76543 



8,20412^-1» 

6,21387 
+ 0,000164 

— 0,434164 
9>63765„ 



log II = 6,87222« ; II = — 0,000745 



7,64601 



— 0,004426 






— 0,020426 
8,30918n 
log 1 = 5,54514«; I = — 0,000035. 

Demnach sind die Verbesserungen der Seitenlängen : 

— 0,0014 — 0,0901 = — 0,0915 
+ 0,0027 — 0,0140 = — 0,0113 

— 0,0031 — 0,0381 = — 0,0412 
+ 0,0012 — 0,0184 = — 0,0172 
-f 0,0030 — 0,0257 = — 0,0227 
+ 0,0034 — 0,0l36 ^ — 0,0102 

— 0,0000 + Ö,Ö257 = + 0,0257 
+ 0,0023 + 0,0144 i= + 0,0167 

— 0,0005 + 0,0748 ^ + 0,0743 
,0023 + 0,0693 = + 0,0670 
,0006 + 0,0905 = + 0,0899 



0) 

1) 
2) 
3) 
4) 
6) 
6) 
7) 

9) --0,< 
10) — 0,( 



1 1) — 0,0019 — 0,0590 =i — 0,0609 

12) — 0,0029 — 0,01 60 = — 0,0189 



— 0,000757 

— 0,000141 

— 0,000404 

— 0,000403 

— 0,000245 

— 0,000104 
+ 0,000745 
+ 0,000248 
+ 0,000727 
+ 0,000593 
+0,000731 

— 0,000638 

— 0,000222; 



endlich die Verbesserungen der Coordinaten-Unterschiede : 



o: 

1* 
2] 
3 
4l 
5; 
6' 
t 
8^ 
9' 
10^ 

12) 



— 0,031 
+0,011 

— 0,035 
0,014 
0,021 
0,010 
0,000 

— 0,016 
0,010 

,039 
,013 

— 0,034 

— 0,018 

— 0,016 



+o,i 
+o,( 

+0,( 



— 0,091 

— 0,002 

— 0,020 

— 0,010 

— 0,008 

— 0,002 

— 0,025 
-0,005 

— 0,073 

— 0,055 

— 0,088 

— 0,050 

— 0,005 

— 0,434. 
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Es würde jetzt ^on Interesse sein, die drei Verbesserungssysteme, von denen 
jedes, wie wir gesehen haben, die Widersprüche der thatsäehlichen Angaben 
aufliebt, hinsichtlich ihrer relativen Wahrschoiplichkeit zu kritisirön. Jenem 
Interesse wird aber noch vollständiger entsprochen werden , wenn wir auch die 
bei den Geometern zur Zeit noch übliche Fehlervertheilung in den Kreis dieser 
Untersuchung hineinziehen. Da dieses Verfahren aber d^rin besteht, den Ordi- 
natenfehler nur auf die Ordinaten, den Abscissenfehler nur auf die Abscissen 
zu vertheilen, so ist vorher eine besondere Rechnungsoperation nothwendig, um 
den Einfluss der Verbesserungen der Ordinaten und Abscissen auf die Seiten 
und Winkel zu ermitteln. 

Bei dem Vertheilungsverfahren , welches auf die Länge der Coordinaten- 
Unterschiede Rücksicht nimmt , finden wir die constanten Factoren zur Bildung 
der Verbesserungen, indem wir den Ordinatenfehler durch das Aggregat der 
Ordinaten-Unterschiede, den Abscissenfehler durch das Aggregat der Abscissen- 
Unterschiede theilen, oder wenn wir diese Factoren mit I und II bezeichnen 
wollen : 

^ — 720 ' ^ 738 

= — 0,0000223 — — 0,000588. 

Mit Hülfe dieser Factoren würden dann die Verbesserungen : 

O) _ 0,001 —0,071, wobei die Multiplication 

ohne Rücksicht auf die 
Zeichen von /ly und dx 
geschehen muss. 



1) 


— 0,002 


— 0,011 


2) 


— 0,002 


— 0,030 


3) 


— 0,001 


— 0,014 


4) 


— 0,002 


— 0,020 


5) 


— 0,002 


— 0,011 


6) 


— 0,000 


0,020 


7) 


— 0,001 


0,011 


8) 


— 0,000 


0,059 


9) 


— 0,002 


— 0,055 


10) 


— 0,000 


— 0,072 


11) 


— 0,001 


— 0,047 


12) 


— 0,002 


0,013 



— 0,016 — 0,434. 

Um nun aus diesen Verbesserungen der Ordinaten - und Abscissen-Unter- 
schiede die daraus folgenden Veränderungen der Seiten und Neigungswinkel 
abzuleiten , haben wir zu beachten , dass : 



s^ 


— Jy^ + dx^ 






Vs- 


■— ^«/. 


^dy+ ' 


d X 


^dy 


% 


d?/ 

s 


^dy + 


dx 

s 


-'^d^' ' 


V. 


— ^dy 


sin a + 


^z/- 


r . cos a 



lang 


a 


dy 
dx 






da 




dxd 


dy d 


yd dx 


C03 «^ 




dx'*' 






a 


dx 

8^' ' 


'^dy 


dy 

1^ • ^'^-^ 




a' 


COS a 


-'^dy- 


sin a 




o 


.v^^r 



• 



/ 



Die Anwendung dieser Formeln ergiebt ; 

2* 





<< 


«' 


ß'm+.-n'.n 


+ T = 







+0,0001094 


+ l'.Oö' 


+ O'. 18" 


+ 37" 


+0', 55" 


1 


- 0,000 I38fl 






-. 30 




•z 


+0,0002443 


+ 1.55 


+ 2.43 


- ■ 37 


+2.80 














4 


-0,0002080 


— 1 . 32 


- - . 44 


- - 37 


--0.81 


f> 


- 0.0001134 


— 72 


--Ü.00 


-- 30 




(1 


+0,0000042 


+ -3 




- - 37 




7 


- 0,0001520 


- 07 


- 1.00 


- - 37 




H 


- -0,0000770 




- 50 


+ 1.47 


-- 38 


tl:^ 


11 


- -0,0002028 


■ 


-1 .87 


+ 1.37 


- - 37 


III 


- -0,0000814 




- 52 




-- 30 


— 0.09 


II 


- -0,0002883 




-1 .70 


+ 1.18 


-- 37 


+ 1.55 


12 


- -0,0001423 


■ 


. 90 




- - 36 









+ 4'. 75"= 


=+4'. 75'' 



Werden endlich die Ordinaten- nnd Absei 83 enfe hier einfach nach der Än- 
seahl der Punkte vertheilt, so erliält jeder der 13 Ordinalen- Unterschiede die 

Verhessemng j^=— 0,00123, jeder Abscissen- Unterschied 73-^=— 0,033*. 

Werden diese Verbesserungen mit sin a und cos c multiplicirt nnd die Prodncte 
addirt, so finden wir die Veränderungen der Seitenlängen. Ebenso finden wir 
die Veränderungen der Neigtingswinkel, wenn wir die Ordinaten- Unterschiede 

mit , die Abscissen -Unterschiede mit mnlüpliciren, die Prodncte ad- 

diren und mit dem Sinus einer Minute dividiren, d. b. mit 6366 multipliciren. 






Jy.sinn+ -Ja;ci>au= v. 


— ■"^v - 


— . "dl = 


= « 


«' 


«\^,-«„ 


A- 


v. 


- 0,0004 - 0,0317 = - 0,032 


-0,0000091+0 


0000831 +0,0000740 


+0'. 47' 


-r.92" 


-37" ^ 1'. 55-1 




+0,0012 — 0,0078 = — 0,007 










— 3,07 




2 


-0,0011 -0,0168 = -0,018 


- 061 + 


2829+ 276* 


+ 1.70 


+4.30 


■37 


+4.73 


J 


- -0,0010 — 0,0193 = — 0,020 




6295- 


646^ 






■30 


-5.52 


A 


- -0,001 1 — 0,0124 = — 0,013 


— 049— 


33«- 


338! 


-2.16 


-1.90 


■37 


- -2 . 33 


h 


■ -0,0012 ~ 0,0062 = - 0,005 


- 023- 


3330- 


335J 


-2.13 


-0.03 
- -2.41 


-:w 


- -0 . 39 


( 


— 0,0001 ■ 


-0,0334=- 


-o,(ra 


357+ 


0086+ 044J 


+0.28 


-;n 


- .2 . 78 


'1 


+0,0012 ■ 


-0,0096—- 


-ooii 




4743- 


- . 4691 




-3.27 


-37 


— 2.00 


* 


— 0,0002- 


-0,0331 — ■ 


-0,033 


121- - 

089- - 
009+ 


0440- 


0561 


--0.36 


+ 3.35 
+ 0.77 
-0.83 


-38 


-0.47 


9 
10 


- 0,0007 ■ 
-0,0002- 


.0,0274= H 
■0,0330=^- 




1090- 

«177 H 


1779 
0470 


--1.13 

--0.30 


-37 

.30 


t-0,033 


II 


- 0,0010 — 0,0277 =i — 0,029 


— 107- - 


1954- 


184; 


- -1. 18 

- -2 . 39 


+ 0.88 
4-1.21 


.37 


+ 1.25 


12 












+ 1.51 










+4-.75- 
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Wir haben also fünf Ansgleichungssysteme, welche wir nach der Verschie 
denheit ihrer Grundlagen benennen: 

I. Gesammtausgleichung, 



r I. G 

\ II. I 



Ausgleichung durch Theilung mit Neigungsver- 

A) wissenschaftliche Methode l änderung, 

III. Ausgleichung durch Theilung oMne Neigungsver- 
änderung, 

r IV. Ausgleichung auf die Aggregate der Coordinaten- 

B) hausbackene Manier ) unterschiede, 

(^ V. Ausgleichung auf die Anzahl der Brech^unkte. 
Die berechneten Verbesserungen ergeben hiernach folgende 

Zusammenstellung: 



li 



111 



IV 





1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

110 

11 

12 



Vs- 



V, 



— 0,«073 

— 0,009 

— 0, 032 

— 0, 014 

— 0, 018 
-0,008 
-0, 020 
-0, 013 
-0, 059 
-0, 054 
-0, 072 

0,049 
0, 015 



w 







— 0'. 13" 

— . 32 
+0. 10 

— 0.30 

— 0. 17 
+0 . 29 
--0.81 
--0.80 
--1.14 
--1.05 
--0.68 
--0.56 
--0.30 



V, 



+4.75 



-0,0081 
0, 011 
0,036 
0, 015 
0, 021 
0, 010 
0, 023 
0, 014 
0, 0(57 
0,060 
•0,080 
0,054 
0,016 



V 



w 







+0'. 06" 
+ 1.19 

— 0.38 
+0.06 
+0.29 
+ 1.04 

— 0.09 
+0.85 
--0.68 
--0.08 
--0.55 
--0.55 
-0.13 



+4.75 



0,0092 

0,011 

0,041 

0,017 

0,0 ;3 

0,010 

-0, 026 

■0, 016 

■0, 074 

.0, 067 

■0, 090 

0,061 

0,018 



i», 



«0 



+0'. 37" 

+0.36 

--0.37 

--0.36 

--0.37 

--0.36 

--0.37 

--0.37 

--0.36 

--0.37 

--0.36 

+0.37 

+0.36 



Vü 







1+4.75 



— 0,«067 

— 0, 001 

— 0, 017 
-0,007 

— 0, 005 

— 0,000 
+0, 020 
+0,004 
+0, 059 
+0, 044 
+0,071 

— 0,040 

— 0, 005 



V 



w 



+0'. 55" 
-1.60 
+ 2.80 

— 2.95 
+0.81 
+0.96 
+ 1.12 
-0.63 
+ 1.83 
+ 1.'74 

— 0.99 
+ 1.55 

— 0.44 



+4.75 



— 0,0032 

— Q, 007 

— 0, 018 

— 0, 020 

— 0, 013 

— 0,005 
+0, 033 
+0,011 
+0, 033 
+0, 027 
+0, 033 

— 0, 029 

— 0, 010 



V, 



w 



— V. 55" 

— 2.71 
+4.73 

— 5 . 52 
+2.33 
--0.39 
--2.78 

— ^2.90 
+3.71 
+ 1. 14 

— 0.47 
+ 1.25 
+ 1.57 



+4.75 1 



Eine oberflächliche Vergleichung dieser fünf Systeme unter einander kann 
uns nur darüber belehren, dass das wissenschaftliche Verfahren grössere Längen- 
Verbesserungen, ergab, als die hausbackene Methode, dass dagegen die letztere 
beträchtlich grössere Winkel verbesseritngen zur Folge gehabt hat. Verlangen 
wir sichere Kennzeichen für die relativen Werthe der Methoden, so müssen wir 
innerhalb jeder der fünf Spalten jede einzelne Verbesserung zum Quadrat erhe- 
ben, sie mit dem Gewicht der Grösse, zu welcher sie gehört, multipliciren und 
die Producte addiren , d. h. wir habep nach obiger Bezeichnung zu bilden : 

Da wir aber in den Systemen IV und V die Grössen e nicht gebildet haben, 
sondern nur die v^ , so ist es bequemer, den vorstehenden Ausdruck durch Sub- 
stitution der v^ für se umzugestalten in 

Werden nun in jeder Spalte die v^ zum Quadrat erhoben und jedes dieser 
Quadrate mit der zugehörigen Seitenlänge getheilt, dann die Quotienten addirt ; 
werden auch die v„ zum Quadrat erhoben und die Quadrate addirt, so finden wir ; 

ly^j^l _Q^QQ02056; [v^v^]i =4/9361 
\rr'\ = *>,(>0(ßbG8; Kv„]u= 4/5547 
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rvsjvn ^0 0003237; K ^Jm= l/7359 

F^^LÜl] =0,0001607; Kvjiv= 32,5867 
L « Jiv 

[üf^] =0,0000924; K vjy = 103,6213. 



'V 

Um nun die Glieder der zweiten Verticalreihe mit den zugehörigen Gliedern 
der zweiten Reihe verbinden zu können, haben wir sie mit diesen auf einerlei 
Maass- und Gewichtseinheit zu bringen, ersteres, indem wir sie mit (sin l')*, letz'- 
teres, indem wir sie mit p^ multipliciren : 

2 log sin l'= 2,39224-10 1 

log p = 0,98426 i wie oben 
log |ii== 1,87040 I 
5,24690-10 

log K vji = 0,69338 = 5,94028-10 zu 0,0000871 
log [v„ vjii = 0,65846 = 5,90536-io zu 0,0000804 
log [v^ vji„= 0,23956 = 5,4864^10 zu 0,0000307 
log K.vjiv= 1,51303 = 6,75993-10 zu 0,0005753 
log K^Jv =2,01544 = 7,26234-10 zu 0,0018295. 

Es ist also die Summe der Quadrate der Verbesserungen : 

bei dem Verfahren No. 1 = 0,0002927] 

„ II = 0,0003372 i wissenschaftlich 

„ III = 0,0003544 j 

„IV = 0,00073601 , , , 

,^ K hausbacken. 

„ V = 0,0019219) 

Die Summe der Fehlerquadrate der hausbackenen Methode No. IV ist also 
mehr als doppelt so gross als die der mindest strengen wissenschaftlichen Aus- 
gleichung No. III. Die Quadratsumme des Systems No. V überragt noch die 
Summe der vier vorhergehenden Quadratsummen. 

Dass bei einer genauen Beleuchtung die Schwäche der letzteren Methode 
scharf in die Augen springen werde, Hess sich erwarten, weil sie schon durch 
das praktische Gefühl der sorgfältigeren Geometer als unzulässig erkannt ist. 

Die Quadratsumme des Verfahrens No. III übersteigt die des strengsten 
Verfahrens No. I nur um den sechsten Theil, die der 11^®" Methode nur um den 
zwanzigsten Theil. Im Vergleiche zur 11^^" Methode wird also bei dem III'*'" 
Verfahren mit dem Gewinn einer bedeutenden Rechnungserleichterung nur sehr 
wenig an Genauigkeit eingebüsst. 

Wir überlassen es für jetzt Anderen, dieses empirische Ergebniss durch 
eine theoretische Analyse der obigen Entwicklungsformen zu vervollständigen, 
und beschränken uns darauf, die praktische Regel aufzustellen: ' 

„Wenn der Zweck der Arbeit die grösste Strenge erfordert, so muss das 
„Verfahren No. I angewendet werden, wo nicht, so ist das Ausgleichungs- 
„geschäft nach dem Verfahren No. III zu bewirken." 
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Fällt hiernach voranssichtlich der weithin grössere Theil aller polygono- 
metrischen Rechnungen dem Verfahren No. III zu , so erscheint es nicht über- 
flüssig, die Rechnungsform noch einmal darauf anzusehen, oh sie nicht noch 
erheblicher Abkürzungen fähig ist. 

Wir haben oben eine Berechnung der Ordinaten- u^d Äbscissen-Unter- 
schiede als geschehen vorausgesetzt, ohne des dabei benutzten Verfahrens zu 
gedenken. Jetzt, wo es uns darauf ankommt , das ganze Rechnungswerk in die 
kürzeste und übersichtlichste Form zu bringen , dürfen wir auch dieses einfache 
Stadium nicht vernachlässigen. 

Man hat sich in den letzteren Jahren zur Abkürzung der Coordinatenberech- 
nnng vielfach der Multiplicationstafeln mit dreistelligen Factoren und der beson- 
ders zu diesem Zwecke veranstalteten sogenannten Coordinaten tafeln bedient. 
Da indessen die Berechnung mit Logarithmen zur Zeit noch die verbreitetste 
und jedenfalls die exacteste ist, so erscheint es angemessen, das Rechnungs- 
schema zunächst auf logarithmische Rechnung einzurichten, demnächst auch die 
Benutzung der Coordinatentafeln zu zeigen, und dann dem Leser die Wahl zu 
überlassen. 

Von den gegebenen Winkeln (w) und Seiten (s) eines geschlossenen Poly- 
gons aus bis zu den nach dem III^*^" Ausgleichungsverfahren zu ermittelnden 
Verbesserungen der Ordinaten- und Abscissen-Unterschiede haben wir nach dem 
Obigen folgende Formeln : 

1) [w\ — {n±2)^2R = k:, 

n 

3) «0 = «0 

«I = «0 + w^i + ^w — 2Ä 
a^ = «, + M^g + v^. — '2R 

(h = ^h + i^3 + i^«, — 2Ä 
u. s. w. 

4) Ji/q == 5y . sin «0 5 ^ ^o = ^o • ^^s a„ 
Jt/^ = 5, . sin «, ; JXi = 5^ . cos%i 

^1/2 = ^2 . sin «2 5 -^^2 = *2 • cos Oj 
u s w^ 

[4^^^f^] . I ^ [——] . II =-^. 

7) v^ =Jy.l+Jx.ll 

8) ' ^z/y = ^» s^^ ^ 1 ^z^^= ^« • cos a 

oder ' 

v^y = ^^.sin a.I-j- ^icsina.II; v^a;='^y cos a.I + -^oj.oosö. IL 
Dass in diesen Formeln 

[w] =:Wo + Wi + Wi + 

[Jy] = z/yo + ^y, + ^^2 + . . . . • 



6) 
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■ 

bedeuten und so die ähnlichen Ausdrücke zu verstehen sind, ist oben schon 
bemerkt. Es erübrigt nur noch zu erläutern , dass der Ausdruck (7) erscheint, 
wenn wir in den bereits benutzten Formeln : 



fo 


«0 


.1 + 


«0 


.11 


«1 


«1 


.1 + 


«1 


.11 


«8 


^y% 

u. 


.1 + 

s.*w. 




.11 



an beiden Seiten mit s multipliciren und dann v^ für se setzen. 

Wir können aber auch die Formeln (6) bequemer einrichten , wenn wir 
■ berücksichtigen , dass 

oder ^.y • ^^ 

— - = sin ö ; — = cos a : 
s s 

sie werden dann: 

[^y. sin «].I + [z/y.cos ö] .11==: — ky 

[^y .cos «] .1 + [z/a:.cos a] .11= — k^. 

Den bei der Berechnung der Ordinaten- und Abscissen-Unterschitfde bereits 
gebildeten log Jy und log Jx brauchen also beziehungsweise die log sin a und 
log cos a nur zuaddirt zu werden, um sofort die Logarithmen der Hülfsgrössen 
zu erhalten, durch deren Addition wir die Coefficienten der Correlaten I und II 
in den vorstehenden Gleichungen zusammen setzen. 

Bei diesem Geschäft ergibt sich schon eine wichtige Controle gegen die 
logarithmische Rechnung. Da nämlich 

^y . cos a = Jx . sin a, 

so muss eine kreuzweise Addition der Logarithmen gleiche Summen ergeben. 
Geschieht dieses, so sind wir sicher, dass nicht blos diese, sondern auch die Lo- 
garithmen der Ordinaten- und Abscissen-Unterschiede aus log s und log sin a 
und log cos a richtig zuiammen gesetzt sind. 

Eine noch wichtigere Controle besteht aber darin, dass 

z/ y . sin a =: s . sin* a 
Jx, cos a = 5 . cos* a , 
also Jy . sin a -f- Jx . cos a = s (sin * a + cos ^a) = s. 

Die Summe der Hülfszahlen in den beiden betreffenden Rubriken muss also 
immer der Seitenlänge gleich sein , folglich muss auch sein : « 

[Jy . sin a] + [Jx . cos a] = [s]. 

Bringen wir nun obige Vorschriften in ein Formular und berechnen darin 
das oben behandelte Polygon nochmals, so erhalten wir : 



TT" 
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Zum Verfahren III. 



Berechnung 

goniometrischer Coordinaten, 



Mit gänzlicher Sonderung der Winkel - und Längenausgleichung. 
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GradlMiiLlSec. 



a 
Grad iMin.tSec 



8 
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log S 



log sina 



log cosa 



log «.sin a 
= \ogJy 



04 
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72 
185 
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87 
282 
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169 
229 

46 
246 
136 



2200 



(2) 

42 
33 

82 
00 
54 
57 
13 
94 
80 
81 
58 
08 
90 



00 



43 

08 
61 
13 
86 
68 
87 
76 
99 
98 
87 
26 
48 



20 
315 

66 
339 
324 

311 

199 

281 

191 

161 

191 

37 

83 

20 



00 



(3) 

68 

11 

44 

26 

27 

81 

39 

53 

48 

29 

11 

70 

78 

68 







86 
29 
37 
98 
11 
97 
65 
52 
28 
27 
25 
12 
38 
86 



(0 

127,9 

80,0 

101,6 

42,7 

92,8 

98,5 

34,5 

67,5 

101,3 

113,4 

122,7 

95,4 

85,4 



1163,7 



2,10687 
1,90309 
2,09689 
1,63043 
1,96755 
1,99344 
1,53782 
1,82930 
2,00561 
2,05461 
2,08884 
1,97955 
1,93146 



(6) 
9,50417 
9,98765n 



(7) 
9,97665 
9,37138 



9,93665 


9,70159 


9,91153« 


9,76228 


0,96764« 


9,57063 


9,99247« 


9,26623 


7,97661 


9,99998« 


9,98147« 


9,45636« 


9,12512 


9,99610« 


9,75681 


9,91423« 


9,14348 


9,99575« 


9,74678 


9,91893 


9,9857.5 


9,40136 



(S) 

1,61104 

1,89074« 

1,91354 

1,54196« 

1,93519« 

1,98591« 

9,51443 

1,81077« 

1,13073 

1,81142 

1,23232 

1,78633 

1,91721 



log «.cos a 



(0) 
2,08352 
1,27447 
1,70848 
1,39271 
1,53818 
1,25967 
1,53780« 
1,28566« 
2,60171« 
1,96884« 
2,08459« 
1,89848 
1,33282 



logjy. 
sin fi 

(10) 

1,11521 I 

1,8783^« 

1,88010 

1,45340 

1,9028:) 

1 ,9783s 

7,49104, 

1,79224 

0,25585 

1,56823 

0,3758(1 

1,47311 

1,9029C 



0,0000367 
von der 



II 



— 0,0007467 
Umseite 



33 



»rithmen 

< 

Hülfszahlen 
lusgleichiing 


Ordinaten- Abscissen- 
Unterschiede 


Hülfszahlen 

zur 
Ausgleichung 


Ordinate 


Abscisse 

• 


^g jdy cos a logz/a?. 
oder 

jgjJücsma cos« 


^y 


Jx 


^y . sin a 


jjy.cosa 
oder 

Jx sina 


^x.cosa 


r 


X 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) . 


(15) 


(16) 


(17) 


(18) 


(19) 


1,58769 


2,06017 


+ 40,836 


+ 121,205 


13,038 


+38,698 


114,861 


— 1092,600 


+646,230 


l,26212n 


0,64585 


— 77,757 


+ 18,814 


75,577 


— 18,286 


4,425 


— 1051,793 


+767,348 


1,64513 


1,41007 


+ 87,809 


+ 51,107 


75,891 


+44,170 


25,708 


- 1129,539 


+786,159 


l,30424n 


1,15499 


34,830 


+ 24,701 


28,411 


20,148 


14,288 


— 1041,766 


+837,245 


1,50582« 


1,10881 


86,137 


+ 34,529 


79,952 


32,049 


12,847 


— 1076,582 


+861,936 


1,25214« 


0,52590 


96,808 


+ 18,183 


95,144 


17,871 


3,357 


— 1162,698 


+896,457 


9,51441 


1,53778 


+ 0,327 


34,498 


0,003 


— 0,327 


34,497 


— 1259,496 


+914,638 


1,26713 


0,74202 


— 64,680 


19,305 


61,978 


+ 18,498 


5,521 


— 1259,169 


+880,114 


1,12683« 


1,99781 


+ 13,512 


— 100,395 


1,802 


— 13,392 


99,497 


- 1323,865 


^860,804 


1,72565« 


1,88307 


+ 64,777 


— 93,076 


37,002 


— 53,168 


76,396 


— 1310,343+760,336] 


1,22807« 


2,08034 


+ 17,073 


— 121,504 


2,376 


— 16,907 


120,321 


— 1245,528 


+667,205 


1,64526 


1,81741 


+ 53,251 


+ 79,155 


29,724 


+44,183 


65,676 


— 1228,443 


+545,612 


1,31857 


0,73418 


+ 82,644 


+ 21,519 


79,976 


+20,824 


5,422 


— 1175,226 

— 1092,600 


+624,716 
+646,230 




+360,229 


+369,213 


580,874 
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ation« 



580,874 . 1 — 5,775 . II = — 0,017 
—5,775 . 1 + 582,816 . II = — 0,435 



2,76408 
7,99747« 


0,76155» 

8,75902 


• 8,23045«-io 
6,22792-»o 


— 


- (+ 0,0574 


+ 0,000169) 



+ 582,7606 — 0,435169 
2,76549 9,63866«->o 

log n = 6,87317„-«o ; II = — 0,0007467 
7,63472 — 0,004312 

— 0,021312 

8,32862«-io 

log I = 5,56454«-io 5 I = — 0,0000367. 

Die Addition der horizontal neben einander stehenden Logarithmen hat für 
den eini^ermaassen geübten Rechner keine Schwierigkeit. Wer es gleichwohl 
für nöthig hält, sich gegen diese Arbeit noch mehr Controlen zu verschaffen, als 
in dem vorstehenden Formular angewendet sind, mag alle Vertical reihen der 
Logarithmen zusammen addiren; er muss dann erhalten: 

Summe der Spalte (8) = (o) + (6) 

(9) =(5) + (7) 

(10) = (6) + (8) 

(11) = (7) + (8) = (6) + (9). 

Bei diesen Controlen darf nicht übersehen werden , dass sie zwar gegen 
unrichtige Verbindung der Logarithmen und auch gegen Fehler im Aufschlagen 
der log sin und log cos schützen, gegen letztere jedoch nur in sofern, als sie 
nicht im unrichtigen Aufschlagen des Neigungswinkels und in Verwechslungen 
des Sinus mit dem Cosinus bestehen. Dieses Geschäft muss daher mit besond- 
rer Sorgfalt ausgeführt werden. 

Ebenso muss bei dem Aufsuchen der Zahlenwerthe für Jy und Jx mit 
aller Sorgfalt verfahren werden, weil auch für dieses Geschäft eine strenge Con- 
trole ohne weitläuftige, der doppelten Rechnung gleichkommende, Vorbereitun- 
gen nicht, zu erlangen ist. 

Die Controle: Spalte (4) s= (15) + {\1) sichert nicht nur die Additionen in 
den Spalten (8), (9), (lO), (I2), sondern auch gegen Fehler in dem Aufsuchen 
der Logarithmen in der Spalte (5) und gegen das Aufschlagen der Zahlenwerthe 
in den Spalten (15) und (17). 

Das Eliminationsgeschäft controlirt sich selbst. Sobald in die betreffenden 
Gleichungen die gefundenen Werthe für I und II substituirt werden, müssen die 
Fehler hyUndi kg, zum Vorschein kommen*). 



*) Hidsichtlich einer Controle im Laufe des Geschäfts vergleiche die Schlüssbemer- 
kiing dieset* Abhandlung. ^ 
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Die BcrechnuDg der Verbesseraogen vjy und Vj^ geschieht am bequemsten 
mit Multiplicationstafeln und \?ird mit diesem Hülfsmittel hinreichend genau; 
sie findet eine strenge Controle in den Gleichungen: 

Summe der Spalte (20) ^= (15) . I 

(21) = (16). II 

(24) = (16).I 

(25) = (17). II 

(22) = — Ar, 
(23)= — Ar«. 

Werden die in den Spalten (22) und (23) berechneten Verbesserungen den 
Coordinaten- Unterschieden der Spalten (13) und (14) beigefügt und die dadurch 
verbesserten Unterschiede in den Spalten (18) und (19) zur Zusammenstellung 
der Coordinaten benutzt, so müssen beim Rücklaufe dieser Operation in den 
Anfangspunkt der Rechnung die anfänglichen Coordihaten wieder zum Vorschein 
kommen. 



IL Ausgleichung einfacher Linienzüge. 

Gehen wir nun zur Betrachtung der Linienzüge über, welche nicht in ihre 
Anfangspunkte zurücklaufen , also keine geschlossene Polygone sind, so müssen 
wir an die obige Bemerkung anknüpfen, dass die Anfangsstücke «o» I^o> -^o filr 
das Ausgleichungsgeschäft nicht mehr willkührlich oder bedeutungslos sind. In 
der Regel werden die Coordinaten des Anfangspunktes Fq und -Tg, so wie die 
des Endpunktes ¥^, X^ durch eine Operation höherer Ordnung, z.B. für Flur- 
pmygone durch ein Dreiecksnetz bestimmt, dessen Berechnung als eine geschlos- 
sene vorausgesetzt wird, so dass jene Anfangs- und Endcoordinateh für den 
Fortwuchs des Liniennetzes als constante Grössen betrachtet werden. Ebenso 
werden die Azimuthe oder Neigungswinkel der, von dem Anfangs- und dem End- 
punkte ausgehenden, Dreiecksseiten als unveränderliche Winkel angesehen. 

Hätten wir in der Drehungsweise der Neigungswinkel im Punkte den 
Winkel zwischen der Anschluss-Dreiecksseite und dem Brechpunkte 1, an jedem 
folgenden Punkte zwischen der vorhergehenden und der nachfolgenden Seite, 
am w*®" Punkte zwischen dem letzten Brechpunkte und der dortigen Anschluss- 
Dreiecksseite gemessen, bezeichneten wir die Azimuthe oder Neigungswinkel 
dieser Anschluss-Dreiecksseiten in den Dreieckspunkten und n mit A^ und ^„, 
so würden wir entwickeln können: 

rt, = flfo + w, — 2Ä 
ög = «, + ^2 — 2Ä 
ff, = a, + ^3 — 2 Ä 

«nll=''»^ + ^n-l — 2Ä 
«n =Ön^l+^« — 2Ä, 
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oder, wenn wir diese Gleichungen summirejQ, 

a^t=^ ^0 + Wo + Wi + tv^ + Wti + TV^ — 2wÄ . 

Wäre die Messung der Winkel Wq» *^ii ^t wnd die Angabe der Nei- 
gungswinkel Aq und Jn absolut genau, so würden wir erhalten: 

also An — Aq + 2nR^=WQ + Wj + Wj + ^3 ••••* + ^n • 

Da aber sowohl jene Messungen als diese Angaben mit Fehlern behaftet 

sind, so wird die, in dieser Gleichung ausgesproohene Bedingung um eine gewisse 

Grösse, die wir, wie oben, mit A:^ bezeichnen, verfehlt; wir haben also that- 

sächlich: , , . ^ , 

— An "T Aq — 2nR + Wo + w^ + W2+ Wn=^k^. 

Ebenso finden wir bei der Berechnung der Coordinaten, wenn wir die bei 
dem- geschlossenen Polygon benutzte Bezeichnung überall beibehalten: 

— r^+ ¥0+ Sq. sin«o+ 5t . sinöj + ^j. sinöj +5,r-i' sina^,=Ary 

— 2r„ + Xq + Cq . cos «0 + *i • cos «1 + ^2 . cos «2 . . , . . + 5„_t . cos a„_|=Ä^ . 

Wissen wir nun, dass die Fehler der Grössen ^0» A» ^o» ^m ^o> ^n in dem 
Bildungsprocesse der Grössen it^, Ar^, k^ mitgewirkt haben, behandeln wir jene 
Grössen gleichwohl als constante oder als absolut genaue Grössen, so können 
wir nur Anspruch darauf machen, unter dieser Beschränkung die wahrschein- 
lichsten Werthe für die Coordinaten der Brechpunkte zu finden. 

Differenziren wir unter dieser Voraussetzung die obigen drei Gleichungen, 
so erhalten wir, nachdem wir für die Differenziale von w, s und a die endlich 
kleinen Veränderungen g) (in Halbmessermaass), s s und cc setzen : 

I. (Po + (Pi + 9>% + 9^»! = — K sin l' 

II. ^^0^0+ ^!/i ^1 + ^U2h + ^^n-I fn-i + 4^o«ü 

+ JXi Or, + JX2 «2 • • • • + ^^n-l -«^n-I = ^y •' 

III. JXo ^0+^00^6^ + JX2 ^2 . . . . + ^OC^^i S^i Jt/o «0 

— ^y, Cfj — ^^2 «2 — ^«/n-1 • «f«--i = — ^x- 

Wir sehen, dass diese Ausdrücke von den analogen Gleichungen für das 
geschlossene Polygon darin verschieden sind, dass g?© nnd tp^ beide darin vor- 
kommen und weil hier n und nicht einen und denselben Punkt bezeichnen, 
beide als selbstständige Grössen auftreten, die Fehler also nicht mehr auf n 
Winkel sondern auf n -f- 1 Winkel zu vertheilen sind. Ausserdem kommen hier 
die Glieder ^oCqCCo und — ^yo^o vor, welche in dem analogen Ausdrucke für 
das geschlossene Polygon fehlten. 

Zur Vorbereitung der weiteren Entwicklung haben 'wir nun in den beiden 
letzten Gleichungen für die Veränderungen der Neigungswinkel , also für a, die 
Veränderungen der Brechungswinkel selbst, nämlich g?, einzuführen. Wir haben 
zu diesem Zwecke wie oben : 

JXo ,CCo'=^^Xo.(Po 

JXi . ofj = JXi . qpQ + ^^i • 9i 

Jx^ . «2 = ^^z • 9^0 + ^^i «9^1 + -^^2 • 9^2 

Jxs . of, == Jx^ . 9?o + 4i^3 . 9^1 +' ^^t . 9?2 + ^^3 • 93 

^/ä-»-! . of^, == .^ic««, . 9)0 + ^a?„-i . 9>i + ^a:„«i . 9?8 + -^ir^i . 9?3 . . . . + 2/a:„_, . 9)^_i , 



I 
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also zu beiden Seiten addirt: 



ebenso : 

-^/iy^ct^— ]di/i a, — ii/yj «2 . . . . — ^ f/„_, . a„_, =— ( F„ — Fo) 9)0 — ( F„ — I'j ) 9?, 

-(F„«F,) 9?, . . . .^(F„-F,,.) gp„_,; 

wir können also die obigen Gleichungen schreiben : 

I. 9>o+ 9^1 + 9^2 + 9>n=— ^«sinl' 

+ (z,-zo 9, + (z;,-;r,) g), . ... + (x,-;5r„^09^»-. =— ^ ^ 

III. ^iTo 60 + ^^1 f 1 + ^a:, £2 .... + ^a-««, . f„_, — ( F^— Fo) (po 

' —{r,-l\) g>, - (F„- F,) 92 . . . . - (F,-F_0 9)„_, =~ k,. 

Verbinden wir hiermit endlich die Minimalgleichung: 

*ü ^0 ^0 ~r ^i f I ^1 + *2 ^2 ^2 1 ^8 ^3 ^3 t *»— I ^n— I ^«—1 

+ i^P i^o (Po + <Pi (Pi + (p% <P2 + 9>n 9n) = Miuimum, 

so erhalten wir wie oben : 



^0 



«1 



fj 



^«-1 



»1 »1 

+ £yj . 11 + £f? . III 

Äg • *2 

+ ^!5n.ii^.:£f!m.III. 



y,= — .I + '^^^^ .II- ^^'^V III 

_ " ftp ^p HP 

w, = — .i + ^""^^^ . II - ^Lzij . III 
ftp iij} fip 

9,, = JL . 1 4. ^"--^« . II _ ijLnZ? . in 

fip p,p HP 

m , = ± . I + ^"~^" -' . II - ^" ~ -^"-' . TU 
H^ ftp (tp 



also schliesslich : 



l±I.I+i:^^-l£l.II_tZV^in.ni=-ifc..sinl' 

ftp HP (^p 






ftp 

ftp 

[Fn -Fl ^ j ^ n ^y.^x ^ [(Xn-X)(Fn-F)1 \^ _|_ /r z/^.^^ j 

ftp 



ftp • VL « J ftp 

ttn / 
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Bind durch Elimination die Werthe der Factoren I, II, III gefunden, so 
erhalten wir sofort durch Substitution derselben in die obigen Ausdrücke die 
Verbesserungen der Seitenlängen : 

ebenso die Verbesserungen für -die Winkel 

v^ = g> = — .I+^^^i— ^.11— ^^1L=Z.III 
oder in Minuten 

v' = 00 = : — r: . I -|- ^^— ; — rn . II : '^ — 77 . III . 

* ^ /U'p.sini /Ltp.sml /Lc-p.sml 

Die Verbesserungen der Ordinalen- und Abscissen-Unterschiede v^y und 
v^^ erhalten wir am bequemsten, wenn wir zunächst die Verbesserungen der 
Neigungswinkel et aus den Winkelverbesserungen durch successive Addition 
ableiten , z. B. 

«0 = 90 

«1 = 9^0 + 9i 

«2 = 9o + 9^1 + 9^2 

«3 = 9^0 + 9i + 92 + 93 
u, s. w. 

und dann uns erinnern, dass 

Jy = s,Bma ; Jx==s,i:08a 

dJy = v^, sina -{• s . cosa.a; dJx = v^. cos a — s.sin « .or, 
d. i. 

vjy =z Jy ,e + Ax . a ; v^^i = ^x ,e — Jy . a , • 

oder wenn wir für e den obigen Werth setzen : * 

S - S So 

Die Coöfficienten von I, II, III sind sämmtlich schon in der früheren Rech- 
nung benutzt, sie brauchen also nur der Reihe nach mit I, 11, III multiplicirt 
zu werden, wozu man sich am bequemsten einer Multip licationstafel mit drei- 
stelligen Factoren bedient. 

Wir haben hier das strengste Verfahren der Berechnung eines nicht in sich 
selbst zurückLiufenden Linienzuges aus einander gesetzt und dargethan, dass 
die Rechnungsformen im Ganzen denen durchaus ähnlich sind, welche wir oben 
bei Behandlung des geschlossenen Polygons gesehen haben. Die gefundenen 
Ausdrücke unterscheiden sich hauptsächlich dadurch, dass die Hülfszahlen, 
welche in den Ordinaten- und Abscissen- Abständen des jeweiligen Punktes von 
dem Endpunkte des Zuges hier schicklicher mit zwei Buchstaben Y^ — Y und 
Xn — X bezeichnet wurden, wogegen wir bei dem geschlossenen Polygon voraus- 
setzten, dass die Coordinatenachse in den Anfangspunkt der Rechnung verlegt 
und von da aus mit Null beginnend eine Zusammenstellung der Ordinaten und 
Abscissen der Ausgleichungsrechnung vorausgeschickt werde. Da dort der An- 
fangspunkt zugleich der Endpunkt war, so bestanden jene Abstände einfach in 
den, mit entgegengesetzten Zeichen genommenen, Coordinaten selbst. Bei der 
wirklichen Zahlenrechnung für nicht in sich geschlossene Züge können wir uns 
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übrigens dieselbe Bequemlichkeit verschaffen, wenn wir, statt einer vom Anfangs- 
nach dem Endpunkte vorwärts schreitenden CoordinatenzusammenstelluDg, eine 
umgekehrt vom Endpunkte, mit Null beginnende, nach dem Anfangspunkte rück- 
wärts gehende Zusammenstellung ausführen. 

Die Rechnungsformen für das minder strenge Verfahren No. II werden her 
den nicht in sich geschlossenen Zügen etwas einfacher als bei den geschlossenen 
Polygonen, weil auch das erste Azimuth üq yeränderlich ist, daher aus den bezüg- 
zngliclien Ausdrücken die Minuenden — Jxq.Jxqj — /dXf^.Jy^^^ — JpQ.Jpf^ 
fortfallen. Wir haben daher einfach : 

e, =£11.1 + ^^. II 
»I «1 

• U. S. W. 

fip (ip 
a^ = 1,1 ^.11 

u. s. w. 



und /r ^y-^jy "] ^ [dx.dx] \ j ^ /[" ^y » ^^ 1 ^ [doo.d^] \ j ^ _ _ ^ 

Es versteht sich übrigens von selbst, dass bei der vorgängigen Vertheilung 
des Winkelsummenfehlers dieser durch w + i statt durch n getheilt werden muss. 

Die Formen für das IIF® Verfahren ändern sich gar nicht. Weil hier nach 
geschehener Gleichvertheilung des Winkelsuramenfehlers auf die n + 1 Punkte 
die Neigungswinkel unveränderlich gesetzt werden , so haben wir einfach : 

[£2^].i+[£.?.i^].ir = -^, 

[£i^] . 1+ [££^] . II _ _.;^^ 

und 

Sq Sq 

»1 »I 

Es sind hier absichtlich die Normalgleichungen den Ausdrücken für die 
Einheitsfehler vorangesetzt, weil in der That bei allen polygonometrischen Aus- 
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gleichnngsreebnungen sogleich zur Bildang der Normalgleicliungen geschritten 
werden kann, wogegen in der analytischen Entwicklung die Ausdrücke für die 
Einheitsfehler vorangehen müssen. 

Wir haben oben bei der Behandlung des geschlossenen Polygons für das 
mindest strenge Verfahren No. III ein den entwickelten Formeln angepasstes 
Schema entworfen und mit «itiem concreten Beispiele angefüllt. Es folgt hier 
ein Formular zur Anwendung des strengsten Verfahrens No. I auf einen nicht 
in sich zurücklaufenden Linienzug , welcher aus dem im Eingange dieser Schrift 
erwähnten Polygonsystem entnommen ist, worin 

der wahrscheinliche Längenmessungsfehler s = 0,000399 
der „ Winkelraessungsfehler g[) = o', 81783 

die mittlere Polygonseitenlänge ft = 74,2 Ruthen 

gefunden wurden. 

Der Zusammenhang des Rechnungsschema' s mit den obigen Formelh ist 
durch die Ueberschrift der Spalten erläutert; auch ist das Rechnungs verfahren 
von»Spalte (l) bis (l7) dem in dem Schema für das Verfahren No. III ganz gleich. 

Für den folgenden Theil der Rechnung ist es nicht unwichtig, auf die darin 
enthaltenen Controlen aufmerksam zu machen. 

1) Bei der Zusammenstellung von unten nach oben in den Spalten (18) und 
(19) muss oben zum Vorschein kommen: 

K-Yo=:yy] und Z„~Zo = [^a:]. 

2) Die Berechnung der Zahlen in den Spalten (21), (22), (23) controliren wir 
dadurch, dass wir bei Bildung der Producte in No. 22 einmal r„— P, das andre- 
mal ^„— X zum Argument nehmen. 

3) Summe (24) muss sein c= — .111.(7^— • Y] 

(25) „ „ '^^.U.[X^-X] 

(26) „ „ . = jl.I .(n + 1) 

(27) „ „ = Summe (24) + (25) + (26) = /r„ 

4) Summe (30) „ ?, =. [^y . sin a] . II, ebenso (34) = [Jy. cos a] . II 

(31) „ „ ^=z[Jy,cosa].in^ „ (35) = [^a:.cosa].III 

(32) „ „ [Jx.cc] + Summe (30) + (3l) ;= ky 
(36) „ „ —[Jy.a]+ „ (34) + (35) = A:,. 

5) Bei der Zusammenstellung der cc in Spalte (28) muss a^^^ = k^, 



Zum Verfahren I. 



Berechnung 

goniometrischer Coordinaten. 



Mit gleichzeitiger Ausgleichung der Längen und Winkel, 



3* 
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75 
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72 
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66 
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•I 


9 


a 


i 

— 'fl 


(20) 


(21) 


(22) 


(23) 


(24) 


(25) 
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) 


(27) 
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(29) 
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- 123602 


221502 


+ 0,000512 


— 0,000853 


+ 0,00 
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+ 0,000029 


+ 0,00002« 


9 — O.OOifi 
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87722 
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172793 
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- 755 


+ 


369 


+ 191 


+ 22< 


9 -0,0196 


12J 


55310 


— 76831 


106723 
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+ 


370 


+ 235 


+ 4& 


5 -0,0109 


126 
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- 28391 


91627 
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+ 


369 


+ 1 


+ 45 


6 -0,01» 


125 


2261 


- 18015 


74931 


+ 93 


— 499 


+ 


370 


- 36 


+ 42 


-0,000 


124 
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— 6624 


69412 


f ^ 


- 478 


+ 


369 


- 60 


+ 36 


—0,0170 


123 


2174 


+ 10112 


46751 


— 91 


- 393 


+ 


370 


— 114 


+ 24 


6 -0,0207 


137 


3623 


+ 7313 


17466 


- 108 


- 240 


-h 


369 


+ 21 


+ 26 


7 -0,02« 


136 


3203 


-f. 2520 


1967 


— 110 


— 81 


+ 


370 


+ 179 


+ 44 


6 -0,01Ä 


«11 

X ' 

fip 

Daia obige 












+ 


369 


+ 369 


+ 81 


5 

-0,13» 


-f- 232798 


— 351637 


+ 803172 


+ 0,001563 


— 0,004443 


+ 825,33 


• 

— 491,39 


+ 1122,41 


+ 0,0C 
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+ 0,000815 


+ 368,81 


— 93,79 


-f. 356,15 
















+ 6 


94,14 


4 


. 397 


,60 


+ 1478,56 
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garithmen 
Hülfszahlen 


Ordinaten- Abscissen- 
Unterschiede 


Hülfszahlen 

zur 


Hülfszahlen 
zur Ausgleichung 


Ausgleichung 






Ausgleichung der Längen 


der Winkel 


\()gdy.co9a 

oder 
logdx.Bina 


log J X 
cos a 


^y 


d X 


dy sin a 


dy,cosa 

oder 
dx. sin a 


dx.cosa 


Vn-r 


Xn-X 


(11) 


(12) 


<13) 

• 


(14) 


(15) 


(16) 


(17) 


(18) 


(19) 


1,45495 


1,67194 


- 38,344 


- 54,956 


17,297 


+ 28,507 


46,983 


+ 262,838 


— 470,641 


l,40i70n 


1,86678 


+ 60,999 


— 89,002 


34,484 


— 50,315 


73,415 


+ 296,182 


- 415,685 


1,37374» 


0,00307 


+ 141,439 


- 23,983 


139,447 


— 23,645 


4,009 


+ 235,183 


- 326,683 


1,3894»« 


1,18602 


- 46,194 


— 28,921 


39,154 


- 24,513 


15,347 


' + 93,744 


- 302,700 


0,97186n 


0,63533 


+ 22,397 


— 10,320 


20,342 


— 9,373 


4,318 


+ 47,550 


- 273,779 


l,59613n 


1,41436 


+ 71,783 


- 47,233 


59,965 


- 39,458 


25,963 


+ 25,153 


~ 263,459 


0,94057« 


1,92226 


+ 8,769 


- 84,064 


0,910 


— 8,721 


83,611 


- 46,630 


- 216,226 


0,07546.» 


1,93441 


+ 1,190 


- 87,791 


0,016 


- 1,190 


87,783 


- 55,399, 


- 132,162 


1,54304 


1,43741 

• 


— 56,589 


- 44,871 ^ 


44,532 


+ 34,917 


27,379 


,- 56,589 
. 


- 44,371 







+ 352,771 




356,147 


+ 63,424 


868,808 


+ 960,650 






\dy] = 

Dreiecke 


- 89,983 


- 470,641 


= [d^] 


- 157,215 


356,147 


- 158,618 


— 2445,706 




+ 362,838 
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Oben 


H 

mit - 

i 
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— 2445,706 
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ky = - 0,462 


Ar« = + 0,749 
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II 
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^z/lf 


— Jy.a 
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• 

II 


dx COS a 
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V^x 
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y 


X 
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(31) 
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(34) 
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(36) 
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— 0,0134 
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-f 0,0780 


+ 0,0552 
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— 0,0258 


— 0,0513 


- 0,0362 


— 0,113 


+ 71,899 


- 47,34» 


+ 26870,032 


\ + 28636,925 


+ 0,0012 


+ 0,0123 


— 0,008 


- 0,0022 


- 0,0113 


- 0,1170 


— 0,131 


+ 8,761 


- 84,195 


+ 26941,931 


+ 28589,579 


+ 0,0000 


+ 0,0017 


— 0,022 


— 0,0003 


- 0,0016 


- 0,1229 


— 0,125 


+ 1,168 


— 87,916 


+ 26950,692 


\ + 28505,384 


+ 0,0579 


— 0,0489 


- 0,011 


— 0,0252 


+ 0,0454 


— 0,0384 


+ 0,033 


— 56,600 


- 44,338 


+ 26951,86C 
+ 26895,26( 




1 -f 28417,468 
) + 28373,130 




0,4632 

1 
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H 


h 0,1312 


4- 


0,462 


— 0,1102 
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- 0,5163 




0,749 


+ 263 


1,300 
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Demnach sind die NormalgleichuDgen : 

; Quersumme 

1) + 0,013975 I — 3,4178 11 — 1,1208 III = + 0,00082; — 4,5238 

2) -- 3,4178 I + 1478,56 II + 397,60 HI = + 0,463 ; + 1873,2042 

3) — 1,1208 I + 397,60 II + 694,14 III =— 0,749 ; + 1089,8702 

Deren EliminatioiL ist : 



4) 



5) 



8,14535 

2,38840n 



0,53375, 
2,92215 
+ 835;89 



0,04953« 6,91381 
2,43793 9,30221, 

+ 274,11 — O,2Q05 



0,65550« 

3,04390 

1106,38 



+ 642,67 + 123,49 + 0,6625 
2,80799 2,09163 9,82119 



766,82 
2,88469 



1,90418„ 



1,95371 8,81799« 
+ 89,99 —0,065764 



2,55968 
362,81 



9,28364 



7,64740, 



+ 604,25 — 0,683236 + 727,06 

1,37527 9,10483 2,16833 

+ 23,73 + 0,12730 + 147,34 

+ 580,52 — 0,810536 + 579,72 

2,76382 9,90877« 

log III = 7,14495« , ni = — 0,0013962 
9,23658 + 0,17242 
- + 0,83492 
9,92164 
log II = 7,11365 , II = + 0,0012991 
7,19448 



— 0,004440 +0,001565 = + 0,002875 

+ 0,003695 
7,56764 
log I = 9,42226, I = + 0,2644; 

Probe: 

log 1 = 9,42220 log II = 7jll365 log III = 7,14495 
0,53375« 3,16984 2,59945« 



9,95595n 
0,90355 



0,28349 
+ 1,92084 



9,74440« 
^0,55514 = + 0,46215 



log — =:= 7,14534 



log I =;: 9,42226 
log II == 7,11365 
log III = 7,14495« 



6,56760 , 
4,25899 , 
4,29029«, 



+ 0,0003695 
+ 0,0000018155 
— 0,0000019512. 



6) Die Elimination der Norraalgleichungen ist durch die Quersummen der 
Coefficienten controlirt. Sobald nämlich bei dem Geschäft eine unbekannte 
Grösse vollständig fortgeschafft istj muss die Quersumme mit der Summe der 
voranstehenden Zahlen übereinstimmen ; z. B. bei den Gleichungen (4) und (5). 

Bei den erwähnten Controlen versteht es sich leicht, dass von den Diffe- 
renzen in den letzten Stellen abgesehen werden muss, sobald die einzelnen 
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Sammanden anders als durch blosse 'Addition oder Snbtraction entstehen. So 
muss z.B. Summe (24) + (26) + (26) genau = (27) sein, aber Summe (27) weicht 
von k^ um 5 in der 6*®" Decimalstelle ab, weil es für den Zweck der Becbnung 
ausreichend erschien, die Sicherung der Resultate nur bis zur 5^®" Decimalstelle 
zu treiben, wozu fünfstellige Logarithmen und Multiplications tafeln mit drei- 
stelligen Factoren genügten. 

Die Vergleichung der beiden Schematen für die Methoden No. I und III 
und der darin ausgeführten Rechnungsbeispiele zeigt uns, dass die strengste 
Methode ungefähr doppelt so viel Arbeit erfordert, als das Verfahren Nb. III; 
Jene erforderte 40, oder wenn wir die nur zur Bequemlichkeit zugesetzten Spal- 
ten No. (37) und (38) abrechnen wollen, wenigstens 38 Spalten, letzteres dagegen 
nur 25; auch verhalten sich die beiden Eliminationsgeschäfte hinsichtlich des 
Arbeitsaufwandes zu einander nahe wie 9 zu 4. 

Das Bedürfniss des doppelten Zeitaufwandes wird die Geometer der streng- 
sten Methode abhold machen: sie werden sich zu der bei ihr erforderlichen An- 
strengung nur mtschliessen, wo sie ein besonderes Interesse haben, das schärfste 
Resultat zu erzielen. 

Das Verfahren No. HI empfiehlt sich nicht nur durch den sehr viel gerin- 
geren Umfang der Arbeit, sondern auch durch Einfachheit im Rechnungsmecha- 
nismus. 

' Wer einen Logarithmus und einen Sinus aufschlagen kann und mit'Multi- 
plicationstafeln umzugehen weiss, der kann im Formular III ein Polygon oder 
einen Linienzug ausgleichen , wenn er auch von der w:issenschaftlichen Begrün- 
dung der darin schematisirten Methode keine Eenntniss hat. 

Stellen wir nun auch eine genauere Vergleichung des Arbeitsaufwandes 
dieser Methode mit dem der hausbackenen Manieren an, so finden wir, dass von 
den 25 Spalten des Formulars No. III die Spalten No. (lO), (ll), (12), (15), (16), 
(17), (20), (21), (24), (26), also 10 Spalten lediglich für das Ausgleichungsgeschäft 
bestimmt sind. Das Eliminationsgeschäft ist bei zwei Unbekannten so unbedeu- 
tend, dass es beinahe den zwei Fehlerdivisionen , welche bei dem hausbackenen 
Verfahren nöthig sind, gleichgeachtet werden kann. Die Arbeitsvermehrung des 
Verfahrens No. III findet also im Verhältniss wie 15 zu 25 oder wie 3 zu 5 statt. 
Dabei darf aber nicht ausser Betracht bleiben, dass, abgesehen von dem Werthe 
einer wissenschaftlich begründeten Fehlerausgleichung, die in dem Verfahren 
No. III enthaltenen Rechnungscontrolen von grosser Wichtigkeit sind. 

Es scheint unnöthig zu sein, das vorstehende Rechnungsbeispiel nach <lem 
Verfahren No. III nochmals logarithnlisch durchzurechnen, weil das bei dem 
geschlossenen Polygon benutzte Rechnungsschema auch für nicht geschlossene 
Züge unverändert beizubehalten ist. 

Statt dessen wollen wir nun das Beispiel mit Hülfe der Coordinatentafeln 
von Ulffers*) nach dem Verfahren No. III durchrechnen. Mit solchen Tafeln 
wird das Rechnungswerk durch den Umstand in hohem Grade erleichtert, dass 



*) Coblenz 1854. 



46 

für jeden Brechpunkt nur einmaliges Aufschlagen derselben nöthig ist; um 
soAvohl die Coordinaten-Unterschiede als auch sämmtliche Hülfszahlen der Aus- 
gleichung zu finden. Sind nämlich ^y = s . sina, ^x = $ . cos a herausgehoben, 
so finden wir auf der Stelle auch die drei Hülfszahlen 

Jy.sinüy Jy,.coBa^ Jx.cosa 

oder 
Jx.ßina, 
indem wir Jy und Jx als neue Seitenlängen für den nämlichen Winkel a be- 
handeln. 

Um sich gegen Irrthümer zu schützen, ist es rathsam, die einzelnen Theile, 
aus denen sich die vorgedachten Resultate zusammensetzen, in das Schema nie- 
derzuschreiben, statt sie im Kopfe zusammenzuzählen. Es ist auch nützlich, Jy 
und Jx zusammengesetzt in eine besondre Rubrik zu schreiben ; dagegen kann 
das Zusammenziehen der Theile für 

^^.sina, Jy.cosGy Jx.cobü 

fUglich unterbleiben, weil bei Bildung der Summen 

[Jy.ama]y [Jy.cosa]^ [-Ja:. cos ä] 

alle Theile einfach zusammen addirt werden können und bei der späteren Mul< 
tiplication mit den durch die Elimination der Normalgleichungen gewonnenen 
Factoren I und II, wo wir 

^^•sina, ^^.cosa, Jx.gobo 

nur bis auf die erste Decimalstelle genau zu, kennen 'brauchen, die Zusammen- 
zählung leicht im Kopfe bewirkt werden kann. 



Zum Verfahren III mit Coordinatentafeln. 



I 
< 



Berechnung 



goniometrischer Coordinaten. 



Mit gänzlicher Sondentng der Winkel - und Längenausgleichung. 
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(1) 
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75 

52 
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18 
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53 
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52 
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52 
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52 

22 

53 
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52 
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52 
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52 
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99 
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16 



36 



11 



Ol 
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36 
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64,28 



107,90 



143,46 



54,50 



24,66 



85,93 



84,52 



87,80 



71,90 



724,95 



725,01 



0,06 



(5) 



— 31,12 
2,075 
145 

+ 56,52 
3,956 
508 

+ 98,590 

39,435 

2,958 

453 

+ 42,37 
3,389 
423 

+ 18,16 
3,632 
598 

+ 66,81 
4,176 
776 



+ 



+ 



8,25- 

413 

55 

1,03 
90 
9 



— 55,12 

787 
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+ 352,601 
— 89,956 



+ 262,645 
+ 263,300 



Ar r= -0,655 



(6) 



— 33,340 



+ 60,984 



+ 141,436 



+ 46,182 



+ 22,390 



+ 71,762 



+ 8,718 



+ 1,129 



— 56,616 



+352,601 
— 89,956 



+262,645 
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(7) 



51,30 
3,420 
239 

82,50 
5,775 
742 

16,745 

6,695 
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77 

26,55 
2,124 
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8,379 

1,676 
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44,01 
2,750 
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79,57 
3,979 
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79,99 
6,999 
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'43,15 
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554 
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470,717 
471,390 
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— 54,959 



_ 89,017 



24,019 



— 28,940 



_ 10,333 



— 47,274 
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— 44,320 
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— 0,655 
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15,56 
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0,01 


1,03 




9 


39,37 


+ 30,82 


4,75 


3,70 


49 


38 


356,18 


+ 63,88 




— 157,19 


356,18 


93,31 




1 
1 
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42,1 
73,4 



3,3 
6 



10,Ö 

4,2 

5 

4,1 



22 ,( 

3,{ 

79,S 
3,9 



79,9 

,0 

7 



7,0 



24,6 

2,4 

2 



368,8 



368,^ 
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Ausgleicliniig 
des Ordinatenfahlers 



Ausgleichung 
des Abscissenfehlers 



Verbesserte 
Unterschiede 



I sin a T 



cos a II 



=^V^y 



dy . 
cos a I 



cos all 



■=vj^ 



der 
Ordinaten 



der 
Absci^sen 



Ordinate 



y 



Abscisse 



X 



(12) 



-f- 0,025 



-f- 0,050 



-f 0,203 



+ 0,057 



+ 0,030 



+ 0,088 



+ 0,001 



(13) 



0,042 



+ 0,073 



+ 0,034 



[f 0, 



000 



+ 0,066 



+ 0,035 



+ 0,014 



+ 0,057 



+ 0,013 



+ 0,002 



0,051 



(14) 



0,017 



+ 0,123 



+ 0,237 



4- 0,520 



f 0,520 



+ 0,092 



+ 0,044 



+ 0,145 



+ 0,014 



(15) 



+ 0,042 



— 0,073 



— 0,034 



+ 0,002 



+ 0,015 



+ 0,228 + 0,672 
— 0,093— 0,017 



0,035 



— 0,014 



0,058 



— 0,013 



(16) 



—0,068 



—0,107 



—0,006 



(17) 



— 0,026 



— 0,180 



— 0,040 



(18) 



(19) 



— 33,357— 54,985 



— 0,002 



+ 0,051 



+ 0,093 
— 0,229 



+ 0,135 



+ 0,655 



— 0,136 



—0,022 



—0,006 



-0,038 



—0,122 



—0,128 



—0,040 



-0,537 



—0,537 



— 0,057 



— 0,020 



— 0,096 



— 0,135 



0,130 



+ 0,011 



+ 61,107 



+141,673 



+ 0,011 
— 0,684 



— 0,673 



+ 46,274 



+ 22,434 



+ 71,907 



+ 8,732 



+ 1,131 



56,601 



— 89,197 



— 24,059 



— 28,997 



— 10,353 



(20) 



+26631,960 



+26598,603 



+26659,710 



+26801,383 



+26847,657 



— 47,370 +26870,091 



+353,258 

- 89,958 



+263,300 



84,201 



— 87,919 



44,309 



(21) 



+28844,520 



+28789,535 



+28700,338 



— 471,390 



— 471,390 



+26941,998 



+26950,730 



+26951,861 



+26895,260 



+ 263,300 



+28676,279 



+28647,282 



+28636,929 



+28589,559 



+28505,358 



+28417,439 



+28373,130 



471,390 



Nach umstehender Elimination ist : I 

n 

Vorlaender, Ausgfleichung*. 



+ 0,001457 
— 0,001456 
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A 

Normalgleichungen: Quersumme: 

356,18 . 1 — 93,31 . II = + 0,656 ; + 263,525 
— 93,31 . 1 + 368,83 . II =-- 0,673? + 274,847. 

Deren Elimination: 

2,55167 1,96993,. 9,81624 2,42082 

''9,41826„ 1,38819 9,23450« 1,83908« 



24,445 — 0,17159 — 69,037 
+ 344,385 —0,50141 + 343,884 
5^53704 V 9,7001 9n 

log II = 7,16315„; 11 ==— 0,001456 
9,13308 ^0,13586 







+ 0,51914 


■ 


- 


9,71528 . 




logl 


7,16361; I + 0,001457. 




Probe: 


« 


7,16315 


7,16361« 




1,96993« 


2,56683 


. 


9,13308« 


y, / öUtt« 


« 


0,13586 


— 0,53758 = 


= — 0,67344. 



Die Gleichvertheilung des Winkelfehlers ist hier zwischen die 3i*6chungs- 
winkel geschrieben, was füglich geschehen kann, ohne die Ableitung der Nei- 
gungswinkel merklich zu erschweren. 

Augenscheinlich bieten die Coördinatentafeln für die Ausgleichung der 
Polygonmessungen eine erhebliche Erleichterung dar. Bei ihrer Anwendung ist 
indessen die dritte Decimalstelle der Längen unsicher und die Unsicherheit kann 
bei den vielen Zusammensetzungen um so leichter sogar in die zweite Stelle 
hinüber spielen, als die Tafeln selbst für Seitenlängen über 10 Längeneinheiten 
mit der zweiten Decimalstelle abbrechen. 



III. Ausgleichung verzweigter Linienzüge. 

Die Verbindungen der Linienzüge sind nicht immer so einfacher Art, dass 
sie entweder in sich ^urück oder von einem fest bestimmten Punkte zu einem 
anderen Punkte dieser Art laufen. Es kömmt nicht selten vor, dass die Züg€w 
sich unterwegs verzweigen und verschiedenen Schlusspunkten zueilen. Den 
einfachsten Fall dieser Art wollen wir noch kürzlich betrachten, und dabei, um 
die Gedanken zu fixiren , annehmen , dass von dem Dreieckspunkt No. 20 ein 
Zug sich über die Brechpunkte 1, 2, 3, 4, 5, 6 nsich dem Dreieckspunkt No. 21 
fortbewege, im Punkte No. 3 aber ein Seitenzug über die Punkte 7 und 8 nach 
dem Dreieckspunkt No. 22 abgehe. 
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Ist es dem Bechner nicht um die grösste Wahrscheinlichkeit seiner Besul- 

tate^f a thun , so kann er diese am leichtesten und schnellsten erlangeil, wenn er 

^ den Zug $20, 1, 2, 3, 4, 5, 6, $21 als einen isolirten Zug behandelt, dann die 

gefundenen Resultate für den Anschlusspunkt No. 3 constant setzt und demnächst 

auch den Seitenzug No. 3, 4, 8, S ^^ ^^^ isolirten Zug berechnet. 

Dagegen wird der tiefer eingeheAde Geometer berücksicl^gen, dass der 
gemeinschaftlidhe Zweig der beiden Züge ^ 

1) $20,1, 2,3, 4,5, 6, J 21, 

2) $20, 1, 2, 3, 7, 8, $22, 

nämlich die Strecke von $ 20 bis No. 3 in dem zweiten Zuge ebeni^o wie in dem 
ersten stimmberechtigt ist. Er wird also den Winkel- und Sekenmessungen die- 
ser Strecke für den zweiten Zug denselben Einfluss zu vindiciren suchen, wie 
für den ersten. Wollte er seine Aufgabe in aller Strenge behandeln, so würde 
er vcm den sechs Bedingungsgleichungen ausgehen müssen : 

I) Wjo + n^i + W2 ^+ Ws +* ^ + ^^5 + ^6 — -^1 =^«.t 

' 2) WjtO + ^\ + ^2 + W?3 + «^7 + «^8 ^t =^io.» 

3) *to • 8111 ^ta + *i • siii öl + *2 • siii «2 H" *3 • ^^^ ^^S + *4 • ^^^ «4 

+ «5. sin «5 + ^6. sinög — (r^, — F2o) = ^y.f 

4) ^20 • cos öjO H" *l • cos öj + ^2 . cos «2 "^^ *8 • cos ^'s + *4 • C^S Ö4 

+ «5 . cos Ö5 + ^6 . cos öe — (-5r,j — ^,0) = Ar^ . 1 

5) .*20 • Sill ^^20 + *l • ßlll Ö| + ^2 • ßiö «2 + ^3 • Sill «8 + *7 . siu «7 

+ 58.sin«8 — (Pj, — r2o) = A:y.2 

6) *2o • cos «20 + ^1 • cos </| + ^2 . cos «2 + ^3 • COS Ö3 + ^7 . cos «7 

+ 58. cos «8 (Z22 ^Jo)==^».2- 

Es würde leicht sein, aus diesen Gleichungen nach den obigen Regeln die 
Verbesserungsgleichungen abzuleiten. War aber, wie wir oben gesehen haben, 
schon bei drei Bedingungsgleichungen das Zahlenwerk der strengsten Ausglei- 
chnngsform von bedeutendem Umfange, so ist einleuchtend , dass die Vermeh- 
rung um drei Bedingungsgleichungen das Geschäft übermässig ausdehnen werde. 
Der Geometer wird daher in diesem Falle noch mehr Ursache haben, sich mit 
dem Verfahren No. III zu begnügen. Will er dabei aber doch die gemeinschaft- 
liche Strecke für beide Züge mitstimmen lassen, so kann er die Winkelfehler in 
jedem derselben nicht mehr mit gleichen Quoten vertheilen; er muss für die 
vorgängige Winkelfehlervertheilung ein gemeinschaftliches Verbesserungssystem 
aufstellen ; er muss setzen : 

I- ^'m + 9i+ 92 + 98.1 + 9i + 95 + 96 + 921 = ^«,.1 

II. 9)io + 9i + 92 + 9s.2 + 9? + 98 + 922 = — K.t 

und daraus ableiten : ^ . xx 

8.1 + 3.II=— Ä„., 

3.1 + 7.n= — ^^.2, 

wobei nicht übersehen werden darf, dass w^ und w^ in den Zügen No. 1 und 
No. 2 verschiedene Winkel bezeichnen, daher auch in den Gleichungen I und 11 
ihre Verbesserungen q)^^ ^^^ 98.2 ^^ den angehängten Rangziffern (l) und (2) 
unterschieden sind. 
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Nach geschehener ElimiDation der vorstehenden Normalgleichungen fin- 
den wir: 

9^20 = 



91 = 

93.1 = 

9>'zt = 

<P4 = 

9>5 = 

96 = 
9^21 = 

97 = 
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9>22 5= 
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5 L. 

^rf • «-IC. 2 

J T • ^w . 2 
5 L- 

"T 4-y • ^ir.2 
4 T • "^ic . 2 

4- 8_- ^ 

1^ 47 • '»tc.Z 
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8 )^ 

4T * '*'«»-2 



Werden nun nach erfolgter Winkelverbesserung die Neigungswinkel «joi 
^ij ^2> ^8.i> ^4) ^5> ^6 1 "21 ) ^3.2) ^7» ^8 j ^22 abgeleitet, und mit Hülfe dieser und 
der Seiten s^y 5|, s^j *3.. i, ^4, ^5, Sq^ 53 g, Sj, Sq die Ovdinaten- und Abscissen- 
Unterschiede berechnet, so müssen — der ausgesprochenen Absicht gemäss — 
die vier Bedingungsgleichungen zwischen den Coordinaten-Unterschieden zu- 
sammen gefasst werden. 

Wir erhalten dann, wenn wir, wie oben, den Fehler der Längeneinheit mit 
dem Buchstaben £ bezeichnen: 

III. ^^20-^20+ ^t/i'^l + ^^2-^2+ ^«/3.1.^31+ ^^4-^4+ ^Ub-^b 

IV. ^X^Q.B^Q-^ /ix^,B^ + z/iTj.fj + Jx^,xr^i,\ + -^^3:^4. £4 + ^Xr,,E'^ 

V. ^yio.€zo + ^yi'£i + ^y2'^i+ ^y3.2-f3.2+ ^^7-^7 + ^ya-^s^^ — ^Jy.z 

Y J.« ^J *^20 • 20 I ^ •*'! • ^1 t" ^ *^2 • 2 "l" 3 . 2 • 3 • 2 ~| ^ *^7 • ^7 t" •^ *^8 • 8 ' ' " K >t^ 2 • 

Zur Abkürzung können die Summen der Hülfszahlen von der Form - 

/lly . sin a ; Jy . cos a ; ^o: . cos a 

oder 

für die Strecke ^^.sina 

von J20 nach No. 3 mit [Pi>]; [PO]; [00] 

„ No.3 „ S2t „ [pj9]; [pq]', [qq] 

„ No.3 „ J22 „ [pp]; [pq]; [qq] 
bezeichnet werden. 

Dann sind die Normalgleichungen für die Correlaten III, IV, V, VI: 

{[PP] + [pp]) III + {[PQ] + [pq]) IV + [i>i>] V + [PQ] VI =- kjy, , 
([^0] + bg]) III H- ([Öö] + [?g]) IV + [Pi?] V+ [ÖO] VI=— ä:^,., 
[PP] III + [i>ö] IV + {{PP\ + [pp])V + [pq]VI =-kjy., 
[PQ] III + [QQ] IV + [pq] V + {[QQ] + [qq]) VI=-Är^,.,. 

Sind demnächst III, IV, V, VI durch Elimination gefunden, so ergeben 
sich die Verbesserungen der Ordinaten- und Abscissen-Unterschiede wie folgt : 
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^Jy 
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20 — ^^20 


, sin a^o 


(III + V) + Jy,o 


. cos ^20 


(IV + VI) *) 


\ — Jy, . 


sin «^1 


(III + V) + .^y, 


. COS «1 


(IV + VI) 


2 — Jyi . 


, sin aj 


(III + V) + ^y. 


. COS «2 


(IV + VI) 


3.1 — -^^3.1' 


sin «3^ 


:iii 


+ ^^3.1 


. c6s «3.1 


.IV 


4—^2/4 • 


sin a« 


.111 


+ ^^4 


. cos «4 


.IV 


5— ^^5 


. sin »5 


.111 


+ ^^5 


. COS «5 


.IV 


6—^2/6 


. sin (7e 


.111 


+ J«/6 « 


, COS a^ 


.IV 


3.2—^^3.2 


. sin «3 s 


- V 


+ ^^3.2 


, COS <?3.2 


.VI 


7 ^y^ . 


, sin aj 


. V 


+ ^^7 


. cos «y 


.VI 


8—Jys ' 


sin ag 


. V 


+ -^«/s 


. cos ög 


•VI, 
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20 — Jy^o 


. cos ^20 


(III + V) + Jx,o 


. cos ^20 


(IV + VI) 


1 — Jy, 


. cos rt, 


(III + V) -h ^o:, 


. cos «1 


(IV+VI) 


I—Jy^ , 


, cos «8 


(III + V) + Ja:, 


. cos a. 


(IV + VI) 


3.1=^^3.1« 


cos «3 


,.III 


+ ^0:3, 


1 • cos «8 . 


..IV 


4— ^^4 


. cos «4 


.111 


+ ^0:4 


. cos a^ 


.IV 


5— ^^5 


. cos «5 


.111 


1 


. cos ^5 


. IV 


6=^y6 


. feOS öfi 


.111 


+ ^^6 


. cos «6 


.IV 


3.2 — ^^9-.« 


. cos a^ 


2.V 


+ ^^3.1 


2. cos 03, 


,.VI 


i — ^yi 


. cosa. 


.V 


+ Ji»?7 


. cos a. 


.VI 


S—^ys 


. cos a^ 


.V 


+ Ja:« 


. cos dg 


.VI. 



Schlussbemerkung. 

Wir schliessen diese Abhandlung mit einer näheren Erläuterung des oben 
benutzten G^uss^schen Eliminationsverfahrens, wobei wir uns füglich auf Glei- 
chungen von drei iinbekannten Grössen beschränken können, weil der Fall von 
zwei Unbekannten darin enthalten ist und das Verfahren immer dasselbe bleibt, 
daher eben so gut auf mehrere Unbekannte ausgedehnt als auf wenigere be- 
schränkt werden kann. 

Alle Ausgleichungsrechnungen nach der Methode der kleinsten Quadrate 
führen auf Normalgleichungen von der Form : 

1) [öö] . I + {ah\ II + \a c\ III = \ak\ 

2) [a6] . I -f [6 h\ II + ]b c\ III = \bk\ 

3) [« c] . I + \b c] II + \c c\ III = \ck\ , 

welche das Eigenthümliche haben, däss — von den quadratischen Gliedern [00], 
[ftft], \cc[^ aus — die horizontal stehenden Coefficienten den vertical stehenden 
gleich sind. 

Um diese Gleichungen durch Elimination aufzulösen, ist das Substitutions- 
verfahren als das zweckmässigste erkannt worden. 



*) Für die Coefficienten der zweiten Glieder kann auch gesetzt werden: dx.9>\n a. 
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Zunächst wird dabei, die erste nnbekannte Grösse durch Befreiung von ihrem , 
Coefficienten und Uebertragung der folgenden Glieder auf die andre Seite des 
Gleichheitszeichens aus der ersten Gleichung bestimmt, nämlich: 

I = _l£*l.ii_|££l.in + f£^. 

laa] [flßj [aa] 

Dann wird liieser Werth für I in die zweite und in die dritte Gleichung 
substituirt. 

Wir erhalten dabei: 

*)([^*]-ff3:t«*0ii + ([H-{ä.[«*l)in=[6*l-g.[«6] 

Betrachten wir den Gliederbau dieser Gleichungen im Einzelnen, so finden 
wir, dass wu* die 4*® Gleichung auch .erhalten hätten, wenn wir statt jener Sub- 
stitution die nach dem ersten Giiede folgenden Glieder der 1**®" Gleichung mit 

r IT 

dem gemeinschaftlichen Factor i-^ multiplicirt und die Producte von den gleich- 
namigen Gliedern der zweiten Gleichung abgezogen hätten. Ebenso würden wir 
die 5*® Gleichung erhalten haben, wenn wir die gedachten Glieder der 1*'®° Glei- 

r -| 

chung mit i--j multiplicirt und die Producte von der 3*®" Gleichung abgezogen 

hätten. Hierbei hätten wir uns aber die auf das erste Glied der 5^*^" Gleichung 
verwendete Mühe sparen können. Denn der Goefficient dieses Gliedes stimmt, 
wie vir sehen , mit dem des zweiten Gliedes der 4*®" Gleichung überein. Daran 
finden wir also die an den ursprünglichen Gleichungen (l), (2), (3) bemerkte cha- 
rakteristische Eigenschaft wieder, dass die Coefficienten der neben und unter 
oder über den quadratischen Gliedern stehenden Glieder einander gleich sind. 
Wir können daher aych diese neuen Gleichungen ähnlich bezeichnen , wie die 
ursprünglichen, wenn wir sie zum Unterschiede von denselben etwa mit der 
Nummer des Eliminations- Actes versehen , also setzen : 

4) [bb,]ii + [bc,]m=[bk,] 

5) [6c,]II+[ccJIII = [cÄ,]. 

Die Fortsetzung des Geschäfts geschieht nun ganz in der Weise des ersten 
Eliminations-Actes; wir multipliciren die dem ersten Giiede nachfolgenden Glie- 
der der 4**^° Gleichung mit tt-M und ziehen die Producte von den gleichnamigen 

. L^öiJ 

Gliedern der 5*®" Gleichung ab. Wir finden dann : 

oder nach der eingeführten Bezeichnung : 

6) [ccj III = [c/r,], 

endlich III =f^. 

Durch Substitution des so gefundenen Zahlenwerthes für III in die 4'® oder 
5*® Gleichung finden wir den Werth .für II und durch Substitution beider Werthe 
in eine der Gleichungen (l), (2) oder (3) den Werth ftlr I. 



55 

Der Umstand, dass die Coefficienten der vor den Gliedern mit quadratischen 

Coefficienten befindlichen Glieder den über ihnen stehenden Gliedern immer 

gleich sind, gestattet, die ersteren As der Bechnnng ganz fortzulassen, also 

zu setzen : 

i) [««] I + [a6] 11+ [ac ] m = [aÄ ] . 

2) . + [&6]II+ [6c]m=:=[6Ä:] • 

3) _. + [cc] inr^[cA'] 

4) +ll^]ll + lbc,]lll = [bk,] 

5) + [er.,] ni = [ck,-] 

■ 6) + Lcc.] III =[cA:.], 

wobei die Punkte die Stelle. der fortgelassenen Glieder vertreten. 

Es ist endlich noch des wichtigen Controlftiittels äu gedenken, welches oben 
unter der Ueberschrift „Quersumme" angewendet wurdet Diese Spalte hat die 
algebraischen Summen aller horizontal stehenden Zahlenwerthe der ursprüng- 
lichen Gleichungen aufzunehmen. Bezeichnen wir also z. B, die erste Quersumme 
mit iS,, die zi^eite mit iS^g u. s.w.,: so ist: 

S, = [aa] + [ab] + [a€] + [ak] 
S, = [ab] + [bb] + [bc] + [bk] 
Si^^lac] + [bc] + [cc] + [ck] . 

Da nun jeder Eliminations-Act in der Multiplication einer solchen Glei- 
chung mit einem gemeinschaftlichen Factor und in der Subtraction von einer 
anderen dieser Gleichungen besteht, so folgt, dass die in jeüer Spalte befind- 
lichen Zahlen immer die Summe der vor ihnen stehenden Zahlen darstellen müs- 
sen, wobei aber selbstredend die mit Punkten angedeuteten Glieder mitgezählt 
werden müssen. Der Rechner kann also seine Arbeit bei jedem Schritte prüfen 
und das ist insbesondere bei dem Eliminationsgeschäft von grosser Wichtigkeit. 
In unserem Beispiele muss er finden: 

S, = lbb,] + [bc,'] + [bk,] 
S,^[bc,-] + [cc,]+ [ck,] 
ßfi^lcct] +[ck^]. 






Berichtigungen. 



Seite 3, Zeile 9 von unten, für 2{n + l)R ist zu lesen: 2(m+2)/?« 

,, 4$ hat sich im ersten Product der Spalte 10 ein Irrthum eingeschlichen: 

für +25,95 ist zu lesen: +25,95 
2,77 2,07 

26 50. 

Die Summe der Spalte 10 ist daher 

für +63,88 zu lesen: +64,34 
,, — 93,31 „ „ — 93,77 

(vergl. Seite 43, Spalte 16). # 

Mit der verhesserten Zahl ( — 93,77) gibt die Elimination: 

I =+ 0,001456 
II =—0,001455. 

Der Irrthum äussert sich noch nicht in der dritten Decimalstelle der Ruthen, ist 
also für die fernere Rechnung bedeutungslos; er war unbemerkt geblieben, 
weil nur allein für die Spalte 10 keine Rechnungscontrole angewendet war. 

Vollständige Sicherheit für alle Theile der Coordinaten- und Ausgleichungsrech- 
nung erhalten wir, wenn wir in einer besonderen Spalte die Producte s . sin 2 a 
berechnen und mit 2s. sin a cos a = 2dy cos a = 2z/ a? sin a, endlich auch 
[s sin 2a] mit 2[dy cos a] =:2[dx sin ä] vergleichen- 

Seite 13, Zeile 18, ist nachträglich zu bemerken, dass daselbst, wie auch in der Folge, mit 
dem Zeichen J ein Dreieckspunkt angedeutet werden soll , an den sich ein Po- 
lygonzug anschliesst. 

28, Zeile 5 von oben, für ,, zweiten Reihe" ist zu lesen:, „ersten Reihe". 
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